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2 J- WKINOiJtTEN: 

Substituiert man in dieselbe für die willkürliche Funktion q) (a, r) die 
folgende: 



SO erhält man folgende Gleichheit zwischen zwei Doppelintegralen: 



a 

ds 



/'^'(a)da j dr 

k k 



X X 



/ds n /• '^'{a)da 
dr y (^(a:)-'^(a)/ — (^(a)- 



^W) 



Bemerkt man aber^ daß das Integral: 

'i\>'{a)da 



Ii 



vi — n 



(t/,(a:)-'^(ay-"('V.(a)-'^(r)y 
durch die Substitution 

in folgendes übergeht: 



u 
und daß: 



A 

/sp- ^ (1 — ®)- «da» = (1 — n, n), 



(i-»,«) = r(«)r(i-n) = ^, 

SO folgt; wenn man noch voraussetzt^ daß die Funktion s von r für 
r = ifc verschwindet: 

X a 

(t^(a:) — '^{a))^ " " •/ (-^(a) — ^V^Cr))" sin (nsr) ' " 

k k 

eine Formel ^ welche mannigfache Dienste leisten kann^ und in der k 
ganz willkürUch ist. 

Für A; = und ^(a) =» a geht sie in die von Abel 

C ^\ , A-^ = r(«) r(i - n)s 



über. 



über eine Aufgabe der Mechanik. 



Setzt man in der allgemeinen Formel | für n, so folgt: 



/ ^' (g) • da I 



Es sei nunmehr eine ebene Kurve betrachtet; auf welcher ein 
materieller Punkt beweglich ist. Derselbe werde von einem in der 
Ebene der Kurve liegenden anziehenden Z^n- 
trom C angezogen, mit einer nur von der Ent- 
femnng r von Q wirkenden Kraft von der 
Größe i>'{r) pro Masseneinheit. Die Kurve 
selbst sei überall konvex gegen (7. 

Bezeichnet M, die Entfernung des dem 
Punkte C zunächst gelegenen Punktes jß der 
Kurve, a die Entfernung desjenigen Punk- 
tes A derselben Kurve, in welchem die Be- 
wegung des materiellen Punktes ohne 
Geschwindigkeit beginnt, femer r seine Ent- 
fernung von einem beliebigen Punkte, und 

schließlich s die von B anfangende nach A positiv gewählte Bogen- 
länge £P, so wird die Differentialgleichung der Bewegung 







dt^ 



dB 



und 



ds 



?, y^id) - f(r). 



Hieraus ergibt sich die Zeit der Bewegung von A bis zu dem 

Punkte -B zu: 

da 



f 7," 

J l/^(a)-'^(r) 



Es wird verlangt, den Bogen s so als Funktion von r anzugeben, 
daß r eine gegebene Funktion ^{a) der anfänglichen Entfernung a werde. 
Zu dem Ende muß die Gleichung: 



/• d% 
"7=- 
lA^(a)- 



dr 



yt(a)-'^(r) 



identisch erfüllt werden. Multipliziert man auf beiden Seiten mit 

1* 



18 A. Hubwitz: 

FolgUch ist N bestimmt durch die Kongruenz 

(3) N=^[l- [f{x)y-^] = -l -'^[f(x)y-^(moip). 

Um diese Eongmenz weiter zu entwickeln, setze ich 

(4) [f(x)y-'' ^(a^ + a^x + a^x^ + '" + arory-^ 

= Co + C,x + C^x' +C,a^ + ^ C^xf^. 

Dann kommt 

(5) 2^f{x)Y-'^^C,{l^ + 2^ + ^>^ + {p--Vr) 

= - (Co + Cp-i + Ctip-i) + • • •) (modp), 
da bekanntlich 

1^ + 2^H \-{p—iy = —l oder O(mod|)) 

ist^ je nachdem ft durch p — 1 teilbar ist oder nicht. 

Aus der Kombination der Kongruenzen (3) und (5) folgt nun 
zunächst der Satz: 

Satz I. Wenn 

Vf{x)-^-'^ Co + C^x + Qrr* + Cjo:» + . . . 

isiy so wird die Anzahl N der von NtM verschiedenen Wurzdn der 

Kongruenz 

f{x) = 0{moAp) 

aus der Kongruenz 

2^+ 1 = Co + Cp-i + (^(p-i) + . . . {moAp) 
gefunden. 

Wir beachten jetzt weiter, daß die (p — !)■*• Potenz von 

f(x) = ao + a^x + o,«* + • — h Or^ 

die Entwickelung 

besitzt^ wo s^, ^ , . . ., 5p _ 1 unabhängig von einander die Werte 0, 1, 2, . . ., r 
zu durchlaufen haben. Daher ist 

(6) Co+ Cp_i + Gi(p_i)H '^^<^h^H"'\^i9 

wobei die Summation über aUe Systeme s^, s^,...,$,-im erstrecken 
ist, für welche die Summe Sj + 5, + • • • + 5p- 1 durch p — 1 teilbar 



über höhere Kongruenzen. 23 

Dieses festgesetzt, lä£t sich der Satz lY nun vollständiger und 
kürzer so aussprechen: 

S(Ue V. Die Funktion Ä(aQ, a^, . . ., a^) ist eine Invariante der 
Farm f{x^y x^) modtdo p bezüglich jeder ga/nzzahligen linearen Substitution, 
deren Deierminante nicht durch p teilbar ist, 

8. Es ist eine interessante Frage, ob sich die Funktion -4. (öq, a^ , . . ., a^) 
durch einfachere inyariante Bildungen ausdrücken läßt. Diese Frage 
erledigt sich leicht^ und zwar in bejahendem Sinne, in dem einfachsten 
Falle r ^2y also in dem Falle einer quadratischen Form 

(16) f{x^, x^) = «0^ + (h^i^% + <h^V 

Kürze halber werde der Fall |> = 2 ausgeschlossen, so daß also 
hier p als eine beliebige ungerade Primzahl vorausgesetzt wird. 
Es handelt sich jetzt um die Funktion 

(17) A{a„ a,, «,) =^^tz^ a^^^a-^ap-ag-' -a{-\ 

wobei die Summation rechter Hand gemäß den Bedingungen 

(18) ^ + o^ + cc^=p—i, «1 + 2cc^ = (mod|9 — 1) 
auszuführen ist. Wenn man von den Exponentensystemen 

ao=l> — 1; «1=0, tt,«0 und «0 = 0, «1 = 0, a^=-p—l 
absieht, so sind die Bedingungen (18) nur dann erfüllt^ wenn 

«2 = «o> cCi + 2aQ=p—l 
ist. Daher kommt 

s 



— 1 — 8a, 



(19) A («0, «,, «,) -2' ..!a./^-i-2..), K«.)-«.- ^ 

Nun ist ferner 

(j>-l)l (p-l)(p — 2)...(j>-2tt,) 

o,l(|) — 1— 2a,)I «,1 

=(- 1)-. . 4«. (^) (^) . . . (^-^;» + ^ ) (modi,). 
Folglich wird 

4(«^, 0,, o,) =2" ^ ' ^^ \ 2.1, ^ (- •lao«,)-'»«,'-'-^«» (modj,), 



über höhere Eongmenzen. 27 

Die Aufgabe gestattet neben der Lösung (28) keine andere modulo p 
Ton dieser yerscliiedene Losnng. Denn ist F (üq, a^, . , ., a^) eine zweite, 
den gestellten Bedingungen genügende Funktion, so muß nach dem in 
No. 2 herangezogenen Hilfssatze die Differenz F' (a^ a^, . . ., a^ — F{aQy «i, . . ., a^) 
nach dem Modul p identisch verschwinden. 

Nun hat die Funktion 

die Eigenschaft, fOr «o — ^ — ' * •~a^ = (modp) den Wert 1 (modp), 
dagegen für jedes andere System ganzzahliger Werte 

ao = *o? Oi = *i, • •, a^ = ifc^(mod|>) 

den Wert Ä (mod p) anzxmehmen, imter Ä die Anzahl der Lösungen 
der Kongruenz 

(30) ICf^af^ + k^af^-^x^ H h k^af^ = (modp) 

Terstanden. 

Es ergibt sich daher aus dem Vorstehenden unmittelbar der Satz: 

Die Funktion (29) ist nach dem Modul p kongruent der Funktion 

(31)2'^*....,*,[l-K-*0)'— ][l-(«l-*l)''-^]-[l-(«r-*r)'-^] 

««*^ -4o,o,...,o = 1 wwd jeder andere Koeffizient -4a„*j,..^»^ bezüglich 
gleich der Anzahl der Lösungen der Kongruenz (30) ist. 

Der Vergleich der Koeffizienten in den beiden Darstellungen der 
Funktion 1 +A{%y a^, . . .,a^) ergibt eigentümliche Kongruenzen, denen 
die Anzahlen Ao,»i,...,*r genügen. 

Zürich, im September 1902. 



Snr la singnlaritä dont sont affect^es etc. 31 



« 



Gomme 

. dx „dt dx\ dv dx , « d^x , 

les ^qnations (2) deyieiinent 
-jr (oj coB -^ + Oj sin #) 



(20 



+ v^ U— cc^sm^ + a^GOBd) -j- + -^ cosd' + -^ ein ^ } 
- Z + JTa - /"l JV I («1 cos a- + «8 Bin ^) 



Mültiplions ces ^qnations par les Cosinus directeurs a^ /}, ^^ de la nor- 
male et ajoutons. En tenant compte de ce que 

Eaoy^ = Saa^ =« 0; 27a* — 1, 
il reste simplement 

ayant pos^, ponr abr^er, 

^ - cos ^2:« ^ + sin a Za ^. 

D'apr^s (5) et en profitant de Tidentite 

da^ ds^ ^ 

on pent icrire 

(7) 'L - cos« ^ Sa^ + sin« & £a^ + 2 cos^sin d^;« ^, 

oü chacTine des trois sommes poss^de nne interpr^tation g^om^trique 
bien simple (conrbnre normale de la ligne 1, coorbure normale de la 
ligne 2, yaleor commune; au signe pr^s^ de la torsion g^od&iique). 
Mais cela n'a pas d'importance pour notre bnt. 

AcheYons la transformation des (2') en les multipliant nne pre- 
mi^re fois par 

Oj cos a + Ol sin 'd', ß^coa^ + ß^sind', y^ cos -O- + y, sin -d*, 

nne seconde fois par 
— «1 sin -^ + «, cos -^j — /Jj sin -^ + /J, cos d, — y^ sin ^ + y, cos d, 

et en les ajoutant chaque fois. 



32 T. Lbvi-Civita: 

Si Ton a egard anx relations 

Zal = 1, Zal = l^^Ua^a^ = 

et ä leors cons^quences 

on trouve de suite 

Or 

d^ d^ 

tandis que, d'aprfes (5), 

2;«,^- = cos ^2:0,^ + sin* 2;«,^, 

ou^ en remarquant que 



£cc^ -p- = ^1 cos %" — g^ sin ^. 



II resulte ainsi 



t? ^ = — V* (gTj COS -9- — flfj sin -O") — JFV sin ^. 

Ponr aller plus loin^ imaginons de rapporter la surface 5 ä nn 
Systeme de coordonn^es curvilignes q^, q^, ajant les 1, 2 pour b'gneä 
coordonn^es (et croissant^ sor ces lignes, dans le sens positif). 

L'expression du carr^ de Tel^ment lineaire sera de la forme 

Hldql + Hldql, 

H^ et H^ etant des fonctions de g^, q^y positives et r^gulieres en tout 
point regulier M de la surface. 

II en est de meme^ quant ä la regularite^ pour les coefficients h^^ 
de la seconde forme fondamentale 

2 

qui n'est autre que la forme 

acPx + ßcPy + yd^0, 
exprim^ par les q. 



über die AuflÖBung der transcendeDten Gleichung etc. 43 

Wenn aber C. F. Gauß^ um von dem Gange der Funktion 

X 

(1) ^{x)-^Je-''dx 



eine Yorstellong zu geben'), das Täfelchen 

0,500 0000 = Ö (0,476 9363) 
0,600 0000 = 0(0,595 1161) 
0,700 0000 = e (0,732 8691) 
0,800 0000 = e (0,906 1939) 
0,842 7006 = e (1) 
0,900 0000 = e (1,163 0872) 
0,990 0000 = 0(1,8213864) . 
0,999 0000 = e (2,327 6754) 
0,999 9000 = e (2,751 0654) 
1 =0(00) 

konstruieri^ so hat er damit zugleich das Problem der ümkehrnng der 
genannten Fonktion gestellt; denn bedient man sich des Fnnktions- 
zeichens Sl, so würde das Täfelchen besser 

Ä (0,5) = 0,476 9363 

U. 8. W. 

geschrieben werden. 

Trotzdem man auf dieses ümkehrungsproblem vielfach gestoßen 
war^ hatte man dennoch eine direkte Losung desselben nicht unter- 
nommen. Th. V. Oppolzer behauptete sogar'), daß die Gleichung 



X 

(2) / 



X 



^nr durch Versuche gelost werden kann, etwa in der Weise, daß man 
sich eine Integraltafel für das vorliegende Integral mit dem Argument 
'obere Grenze' entwirft und jenen Wert des Arguments durch Inter- 
polation zu finden sucht, der der Relation (2) genügt^. 



1) Bestimmimg der (jenanigkeit der Beobachtangen. Zeitschrift f. Aftron. 
n. ferw. Wiss., hngb. t. B. t. Lindenan n. J. G. F. Bohnenberger, 1, 1S6, 1816 
» Gee. Werke 4. 110. 

2) Lehrbach der Bahnbestimmniig der Kometen and Planeten, Leipzig 1880, 
2, 292. 



über die Auflösung der transcendenten Gleichung etc. 45 

unter der näheren Bestimmung 

!F(0) = 0, 9r(l) = l, 

(6a) r(0) = 0, ^'"(O)»^ 

aufstellt Setzt man dann 

(7) q^ = y5^.ß(,), 

SO ist X =^ Sl (a) eine Lösung der vorgelegten transcendenten Glei- 
chung (4). Die Funktion ^(t) läßt sich in Form einer Potenzreihe 



s'W =2' «»^ • *" 



darstellen, deren Koeffizienten der Rekursionsformel 

genügen; dabei ist a^ » 0, Oi » j zu setzen. 
Hiemach laßt sich die Reihe 

oo 

(9) V«-aW=2'^"-'*""' 

leicht bilden. Will man in den Koeffizienten die Irrationalitäten ab- 
sondern, so erhält man 

00 

(10) a: = Ä(T)-2'»,i-i^"-\ 
wobei 

(lOa) y« ■ a^j^_^ - 2 . ^ ' 






die Gh^Sen (»la-i bestimmt. Die Großen C^^, deren Zusammenhang 
mit den Koeffizienten a^^ durch die Relation 

(10b) (2x)!«,. = C„.(|/|y'' 



Von der Periodizitilt der Eettenbrfiche etc. 51 

Znm Beweise betrachten wir nur den Fall, wo die Periode gleich 
im Anfeuig beginnt. Ist die Anzahl der Terme n + 1, so ist x^^^ = x 
und wegen der Relation 

^ ««««+! + ««-/ 

Für den letzten vollständigen Partialnenner oder Quotienten x^ ist dann 

wie in (9) 

D,3i - 2E,x, - D,_, - 0. 

Da wir immer x als positiT and größer als 1 vorausBetzen können, 
so ist für den Fall D, < E, auch 

Für den Fall D, > E^ hat man die Ungleichung der positiven Großen 

YEi + D,D,_, > 2), - E„ 

oder quadriert 

Ei + D,D,_, >Ei- 2D,E, + Di, 

also eben£Edls 
Da aber zugleich 

isl^ weil nach dem Y. Theorem in der Entwicklung der beiden Wurzeln 
immer zwei Gleichungen 

D.rf - 2E,x, - D,_, = 0, 
D,_,xi' - 2E,x[ - D, = 
zusammen bestehen^ so ist 

2),z)._, < 2E,i>, + m, 

Ei + D,D,_, = A<{E, + DJ, 

Yä<e, + d,. 

Da nun 

*.= -"J-^undyi^i;. 

n 

4* 



54 ^- Matthiesbbm: 

Es seien nun drei aufeinander folgende Gleichungen der vollständigen 

Quotienten 

2)._,x5_i - 2E,_,x,_, - D._, - 0, 

D, 3i -2E, X, -D,_,-0, 

D.+iaJ[+i-2JB.^ia:,+i-i). -0. 

Unter der Voraiissetzimg, daß 2), => i),_i wi, wird sein 

I. D, 4-1 - 2JS;,_ia;._i - 2)._, = 0, 
n. D, ai -2E, X, -2). -0, 

Es läßt sich erweisen y daß 

Es ist nämlich 

_ 1 



X 

n 



also nach I. 

i>.(«.-i + ^j* - 2i:,_i(a,_x + ^) - D._, - 0. 

Durch Entwicklung und Ordnung nach Potenzen von x^ ergibt sich 
- (D.a;_i - 2E,_,a,., - D,_,)xi - 2iD,a,_, - E,_,)x, - D, - 0, 

und weil diese Gleichung identisch werden muß mit 

D,xl - 2E,x, - D, = 0, 
SO ist 

D, = D._i = - 2>.o5-i + 2E,_,a,_, + D._, 

und 

E, = D,a,_, - E,_,. 



Man setze 


nun 


auch die Ilelation 










X — a 


-1 + 


1 



in die Gleichung II. ein, so geht dieselbe unter Berücksichtigung der 



Relationen für D^ und E^ über in 



2)._,»-;+i - 2E,_,x,^, - i)._i-0. 



Von der Periodizität der Eettenbrüche etc. 55 

Da diese Gleichung eine positive Wurzel hat^ weil sie identisch ist mit 

SO ist sie auch identisch mit der Gleichung 

i).^iai+t - 2E,^,x,^, - D. - 0, 
woraus folgt 

Man kann nun weiter substituieren 

^» + 1 ■" ^«-.« "T" Z ; 

und gelangt in derselben Weise zu den Relationen 

^• + 8 = D,_8, -B,^, = E^__^ u. 8. f. 

Das symmetrische System der Partialgleichungen nebst den daraus 
hervoi^henden unvollständigen Quotienten ist demnach: 

«—1 

^n - «.-1 + ~- ' A-«^-+t - 2£,_,a:,^.i - i),_. = 0, 
^r^ + i = 0,-2 + ^ — , D^.^^nAr^ — 2£,_,a;^^8 - D^_g = 0, 

U. 8. f. U. 8. f. 

Die symmetrische Periode hat zwei mittlere Glieder a,_i. 

ZaJdenbeispid: 5a:* - 15rr - 13 = 0. Periode: a„: 3, 1,2,2,1,3... 
Dasselbe paßt auch zum Theorem VI. 

Die symmetrische Periode kann übrigens auch ein oder ztoei End- 
glieder haben, z. B. 5a:* — IIa: — 5 = 0. 

Die Periode ist: 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, . . .. 

Wenn D = D^_^ und 2J? ein ganzes Vielfaches von D ist, so sind 
alle unvollständigen Quotienten gleich 2E : D, weil die Periode ein 
mittleres und zugleich swei mittlere Glieder haben muß. 

Rostock, 30. Juli 1901. 



X 



über ein in der Vektor -Anal jsis auftretendes System etc. 63 

I. Wenn 

{9\ 3^ dY rv dX ^^ ^^ A ^^ ^X ^ 

^ * dy de 'de ^x ' dx dy ~ 

ist, so kann der Pf äff sehe Ausdruck (1) stets auf die Form 

dV{x,y,B) 

gebracht werden, d. h. es läßt sich eine Funktion "9 von x, y, g be- 
stimmen, welche so beschaffen ist, daß 

(I) X'dx+ T'dy + Z'da = dW, 

daß also 

X = — T=^~ Z— — 

dx' dy ' de 

wird. 

n. Wenn zwar nicht die Bedingungen (2) erfüllt sind, aber doch 
die Relation 

(ä) ^■(lf-lT)+^(lf-l§)+^(IMf)-» 

besteht, so kann der Pfaffsche Ausdruck (1) stets auf die Form 

9{x,yyz)'d9{x,yyg) 

gebracht werden, d. h. es lassen sich zwei Funktionen 4> und 9 von 
Xj y, z bestimmen, welche so beschaffen sind, daß 

(II) X'dx+Y'dy + Z'dz'=0'dVy 
daß also 

X=0--^—y r ~ • -X- , Z £:z 0' ^ 

dx' cy ' de 

wird. 

in. Wenn weder die Bedingungen (2) erfüllt sind, noch die Rela- 
tion (3) stattfindet, so kann der Pfaffsche Ausdruck (1) stets auf 

die Form 

dF {x, yyZ) + {x, y,z)'dV (x, y, z) 

gebracht werden, d. h. es lassen sich drei Funktionen F, O und ^^ yon 
XyiffZ bestimmen, welche so beschaffen sind, daß 

(in) X'dx+ Y'dy + Z'dz = dF+ Od^, 

daß also 

(in*) x^|^+*?^, r^e^+*|^, z 4f+*|J 

^ ^ cx ex' oy cy ' ce et 

wird. 



On the Bemainders of ihe Numbers of Triangle of Pascal etc. 69 

* 

the congroence may be transformed into 

This is a generalized form of the theorems enonciated by Lucas^ 
loc. cit.; because the iheorems can be obtained from thifi by putting 
Z = 1/, V — 1, V — 2, • • •. 

Next, let |> be a prime number and p = ii — v, where (ly v are 
also any positive integers. Then 

xP -x"" {x+ 1)"*' = {x» + 1) • xf'X^ + 1)"'' (mod- P)' 

Expanding both sides of this congmence^ we get 

= LiJ' U + iJ ^U + iJ ■^LiJ^ L2p + iJ^L2i> + iJ + U + iJ"^LiJ' 

^LaJ' U + 2J ^Lp + äJ +12]' L2i>+2j = L2i) + 2j + Ll> + 2j + L2j' 

These are also contained in a yery general congruence 

r — 1 

if we understand that [1 = when r < and 1^1 « 1. Thus: 

If p he a prime integer y and |? = ft — v, ihe number of combinations 
of II Clements taJcen l at a time toith repetition is congruent to the sum 
of the numbers of combinations of v Clements taken l, l — p, l — 2 p, • • • 
at a time tvith repetition modulo p. 

This may be transformed into 

('+;-') - ('+;-■) + c+tr') + f^ti'") + - (-^* 

AlsO; when p = fi — v, we can start from the congruence 

(x + ly = {xp + i)(x+ ly 

and obtain another result. 

Matsuyama, Japan^ September 15, 1901. 



über einige elementare Grundgedanken der Nomographie. 83 

der transformierten Gleichung erhalten kann, die entsteht, wenn man 
— B statt z einfahrt. 

unter den in Rede stehenden Typus (I) fallen unmittelbar: die 
allgemeine Oleichung zweiten Gfrades, für die Z^ = e^y Z^ =^ Zy Z^^ 1, 
und die yereinfachte Gleichung dritten Grades, für welche Z^ =« j?*, Z, = £?*, 
Z^^ \ ist. Die entsprechenden Nomogramme, deren Konstruktion im 
einzelnen in 79 und 81 des T. N. untersucht ist, sind im Zusammen- 
hang auf Figur 80 dieses Werkes dargesteUt. 

10, Gleichungen vom Typus (II), — Wenn man ebenso die Variablen 
A, fi, 1/, £r den a^j a^ cc^ a^ beziehungsweise entsprechen laßt, so sieht 
man, daß die Gleichung zimi Typus (f') der Nr. 7. gehört. Sie drückt 
dann die Flucht der Punkte aus: 



* Zn + Z, 

Die Punkte (A) und (ji) sind dieselben wie vorher. Was die Punkte 
{vy z) angeht, so sind sie ersichtlich durch ein Netz gegeben, in dem 
die Elemente z Parallelen zur y- Achse sind, weil ihr x von v unabhängig 
ist. Die Kurven (v), die in Verbindung mit diesen Geraden das Netz 
(i^, z) liefern, kann man sich nun definiert denken durch die beiden 
letzten aufgeschriebenen Gleichungen, in denen z als Parameter der Kon- 
struktion gilt. 

Insbesondere erhalt man ein nach dieser Art dargestelltes Nomo- 
gramm der allgemeinen Gleichung 3. Grades, wenn man Z^ = ^9 ^%^ ^'9 
Z^^ Zj Z4 =» 1 setzt. Das so erhaltene Nomogramm ist im einzelnen 
in 125 des N. T. untersucht und in Fig. 140 dieses Werkes dargestellt. 

Bei der Gleichung 4. Grades kann man durch eine lineare Trans- 
formation den Koeffizienten von z^ gleich oder 1 machen. Im zweiten 
Falle erhält man z. B. das Nomogramm, wenn man 

Z^^sf^^s^y Z^^z\ Z,^z, Z, = l 

setzt. Das betreffende Nomogramm ist in 126 des T. N. untersucht und 
in Figur 150 dargestellt. Die Transformation, welche eine beliebige 
Gleichung 4. Grades auf die vereinfachte Form bringt, ist auf Fig. 151 
in ein Nomogramm übersetzt. 

Die hier betrachtete nomographische Lösung reicht bis zur Gleichung 
siebenten Grades, welche durch die Tschirnhaus-Transformation auf 
die in Nr. 8 genannte Form gebracht werden kann. Es genügt näm- 
lich zu setzen: 



über den 

da es mir gelangen ist, einen bemerkeiuwerten Zusammenhang dieser 
Hyperbel mit der neueren Geometrie dea Dreiecks anfiudecben, so 
dfirfte die VeröffentUcbang meiner Löatuig nicht unangebracht sein. 

Gegeben sind die Punkte P und Q und ein Kreis k um C. Der 
auf ihm gelegene Punkt iS sei so beschaffen, daß < PSC = CSQ ist 
Wird die Gerade PQ von SC in X und von der in S gezogenen Kreis- 
tangente in X' getroffen, so trennen X und X' die Punkte P und Q 
harmonisch, sind also ein Punktpaar der hyperbolischen Involution, 
deren Doppelpunkte P and Q sind. Wandert daher X' auf PQ, so 
durchläoft X eine Pnnktreihe, die zu der von X' erzeugten Reihe pro- 
jektiv ist. Die Polare von X' in Bezug anf k gebt durch S und den 
Pol G von PQ; sie dreht 
sich also um G, vrenn X' 
die Gerade PQ darcbläiiit, 
und der von ihr beschriebene 
BQschet ist zu der von X' 
hervoi^enifenen Punktreihe 
projektiv. Daher sind auch 
die von der Polare GS und 
dem Strahl CX erzeugten 
Baschel projektiv; der Punkt 
S liegt also auf einem Ke- 
gelschnitt h, der durch die 
BüBchelmittelpunkte Cnnd G 
läuft und eine Hyperbel sein 
muß, da die beiden Bflschel 
ungleichlaufend sind. Man 
erkennt sofort, daß diese 

Kurve die Fußponkte A und B der von G auf CQ und CP geßllten Lote 
enthält, nnd daß sie die durch C laufende Mitteltransversale CI des 
Dreiecks CFQ berührt. Da im Dreieck ABC die Gerade PQ anti- 
paiallel zu AB ist, so ist Cl die Gegentrs^iBversale zur Mitteltrans- 
versale CF. Der R«flexionspankt S ist mithin einer der Schnittpunkte 
des Kreises k mit einer dem Dreieck ABC umgeschriebenen Hyperbel h, 
die durch den Endpunkt G des durch C gezogenen ümkreisdurchmessers 
geht und die durch C laufende Symmediane berührt. 

Ordnet man nun jedem Punkte der Ebene seinen Winkelgegen- 
ponbt in Bezug auf das Dreieck ABC zu, so entspricht bekanntlich 
in dieser isogonalen Verwandtschaft jeder Geraden ein dem Dreieck 
nmgeschriebener Kegelschnitt und umgekehrt. Es fragt sich, welche 
Gerade g der Hyperbel h entspricht Die Gegentransversale der Tan- 



88 Edmuhd Landau: 

für welche 



^(^1.) 



«• 

? 



uo-4) 



ist^ was nach Euler f^r n » cx) zu Null abnimmt. 

Im folgenden werde ich zunächst unter Anwendung der klassischen 
Resultate über die Verteilung der Primzahlen untersuchen, mit weldier 

Geschwindigkeit für diese Zahlenfolge ^^-^ zu Null abnimmt; dann 

werde ich feststellen, daß in einem nachher zu präzisierenden Sinne 
für keine andere Zahlenfolge q>{x) langsamer ins Unendliche wächst; 
beides zusammen wird zu dem Schlußresultat führen, daß 



X 



ist, wo C die Eulersche Konstante bezeichnet. Hierin liegen zwei 
Behauptungen: 

1. Nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Gröfse d und 
einer beliebig großen Zahl cJ gibt es ein x> cS, so daß 

ist. 

n. Nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grölse d gibt 
es ein §, so daß fär alle x'^i 

„(a:)>(l-d)e-cj^ 

ist 

2. In 

n 
(1) ^=PlP2"'Pn-YlPg 

will ich zunächst pn^ y als Funktion von x untersuchen, um dann auf 

'w='j7('-^)-ir(i-j)-^n(>-i) 

den Mertensschen^) Satz 

p^y 
anwenden zu können. 



1) „Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie^^ Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, 78^ 53, 1874. 

2) i/» (y) '^ z(y) bedeutet, daß lim - —'l existiert und gleich 1 ist 

y SS oo Z (y ) 



über den Verlauf der zahlentheoretischen Funktion <p(x). 89 

Aus (1) folgt 

log ^ =^^^^«P^ =2 ^^^^' 

Nach Tschebyschef*) ist för alle y oberhalb eines gewissen Wertes 

(3) \y<2logp<2y,^) 

also 

\y<logx<2y, 

— log2 + logy < log loga: < log2 + logy, 

logy ^ logy logy ' 

daher ist, wenn x die Folge x^, x^, • • •, a:,, • • • durchlauft, 

,=00 io»y ' 

log y f^ log log X. 

Dies gibt in Verbindung mit (2), wenn x die Folge jener Zahlen 
durchlauft, p _r 

^^^"~ 11 \ p) "^ logy '^ loglog x' 

Insbesondere ist also nach Annahme einer positiven Zahl d für 
alle n von einem gewissen an fQr die Folge von unendlich vielen 

Zahlen x = 2 -S-b ■. p,^ p,p,p,. . p, 

(4) ^(^)<(l + *)e-c_£_. 

Nach Annahme zweier positiven Größen d und cJ gibt es also ein x>oS, 
so daß (4) erftQlt ist, d. L es ist 

(5) iip^^y(^)loglog^^^-c. 

JP=iflO ^ 

1) ,,M^moire sur les nombres premiers*^ Journal de math^atiques pures et 
appliqu^CB, (1) 17, 879, 1862; Werke, 1, 61, 1899. 

2) Genauere Schranken brauche ich im folgenden nicht; die Tatsache, daß 

— ^^ logp fflr y =1 CX) einen lim sup < oo und einen lim inf > hat, genügt für 

Vt9 

den Zweck der vorliegenden Arbeit. Überhaupt mache ich in dieser von keinem 
Satze der modernen, auf die Theorie der Bie mann sehen {-Funktion gegründeten 
Primzahltheorie Gebrauch, sondern nur von den elementar beweisbaren Tscheby- 
schef- Hertens sehen Sätzen (3) und (2). 



über den Yerlanf der zahlentheoretischen Funktion ^{x), 91 

ist. Dies ergibt 



91og;r 



-r-T / 1 V log log* >i?8fLiog/l^-l-\ 

also für a: ^ 8 (d. h. j < -J wegen 

log*(l - m) > — 2u (^^••^t) 



ilog« 9 



ff >6 loglt'gaflogx __. g loglogx 



Die rechte Seite nähert sich f&r o: » oo der Grenze 1 ; von einer nach 
Annahme von d bestimmbaren Stelle an ist also 



(9) n>'- 



2 



Aus (7), (8) und (9) folgt, daß g(d) so bestimmbar ist, daß 
für alle a; ^ | 

2 

ist, wie in (6) behauptet wurde. Dies bedeutet 
(10) liminf ^^^^^"g^"g^ ^6-^- 



X == 



Aus (5) und (10) folgt schließlich, dafi 



X 



ist, was zu beweisen war. 

Berlin, den 4. Oktober 1902. 



über die Maximalordiiang der Permutationen gegebenen Ghrades. 95 

wählt, wo p alle Primzahlen < x durchlauft und x die größte Prim- 
zahl ist, für welche X.1 ^ 

p = * 

ist; die Anzahl der Einsen in (4) ist dementsprechend n —^ P- 

p=* 
2. In welchem Sinne diese Vermutung fär große n asymptotisch 

richtig ist, wird sich am Schlosse ergeben; um den Zusammenhang nicht 
unterbrechen zu müssen, mögen zwei Hilfssätze yorangeschickt werden: 

L Die Summe aller Primzahlen bis zu einer Grenze x ist '^ 



.t 



2loga;' 



d. h. asymptotisch gleich ^^ ; darunter ist zu yerstehen, daß der 

Quotient jener Summe durch ^ sich für a: = oo der (Jrenze 1 nähert. 

n. Wenn y eine ganze Zahl bezeichnet, so ist die yte Primzahl- 
potenz (wobei Primzahlen mit zu den Primzahlpotenzen gerechnet 
werden) <^ y log y. 

Beweise: I. Es sei d eine beliebig kleine positive Größe; aus dem 
bekannten „Primzahlsatze^^, daß die Menge der Primzahlen bis x 

(5) <^) '^ i^ 



ist, folgt, daß eine Zahl o^ so bestimmbar ist, daß fQr alle v^oS 



jc(v) — 



log V 



< 



2 log V 



ist. Durch Summation folgt daraus für alle x'^cS 



^'W-^i^l-l^i'W-ErJ 



*=»(iS «'=■65 »'=(»5 






^w=(i+^4)2ii^ ^-^^"'^^^• 






Nun ist, da n(v) — x(v — l) für Primzahlwerte von v gleich 1, 
für zusammengesetzte v gleich ist, 

X X 

2^ "2"* (* W - « (^ ^ 1)) =2"" W (v-{v+ 1)) + « (x) {x+ 1), 

X 

(6) ^p ^x(y) + xix)ix+l). 



d. h. es ist 

wo (ff{x)) eine Funktion von :r bezeichnet, deren Quotient dnrcb 

jj («) fÖr a: = oo endlich bleibt W^en 

/vdu X* '* J. 1 /* *"*** 

log» "° älög« ~ älögä "'" V log'« 



i^^Si + oW+o/^f' + o/^ 



.j^+oci)+o(v^.vS) + o(^.») 

Sloga:^ Vlog'ir/ Slog« 



über die Maximalordnung der Permutationen gegebenen Grades. 97 

ist also 

(8) 2'»w~2T£i- 



log, 



Femer ist nach (5) 

(9) % (x) {x-\-\)<^%{x)'X<^ ~' 

Verbindet man (8) und (9) mit (6); so ergibt sich die Behauptung 



a:* X' 



^ f) f^^ — — - -f- — ^ 

^^ ^ 2loga; log^r 2logrr 

In dieser asymptotischen Gleichung braucht x nicht ganzzahlig zu sein. 

II. Die Anzahl derjenigen Zahlen ^ Xj welche zweite oder höhere 
Potenzen von Primzahlen sind, ist höchstens gleich der Summe der 
Anzahlen aller von 1 verschiedenen Quadrate, Kuben, • • • ^ a:; da nun 

für o: > 1 bis a: genau [V^J — 1 von 1 verschiedene k te Potenzen 
liegen, so ist, wenn P{x) die Anzahl aller Primzahlpotenzen (incl. der 
n{x) ersten Potenzen) ^x bezeichnet, 

(10) O^P(x)-;r(rr)^[>/:r]-l+ [K]-l + ...+ [y^]-l, 

wo die Summe nur bis 

m == [21oga:] 

erstreckt zu werden braucht, da für ft^21oga: 

[y^] - 1 = 

ist. (10) ergibt 

^ Pix) - n{x) <myx £2Yi logx, 
also nach (5) 

P{x) = :t(x)+0(Yi log x)^j^. 

Gesetzt nun, die yte Primzahlpotenz wäre nicht asymptotisch 
gleich ylogy, so gäbe es entweder eine solche Größe (i>0, daß ober- 
halb jedes oJ ein y existiert, für welches die yte Primzahlpotenz 
>(l+d)ylogy ist, oder es jpLbe eine Größe d>0, so daß ober- 
halb jedes oS ein y existiert, für welches die j^te Primzahlpotenz 

Archir der BCathemfttik and Physik, m. Beih«. V. 7 



98 Edmund Landau: 

< (1 — d)y log y ist (oder beides wäre der Fall). Also wäre fttr be- 
liebig große passend gewählte y 

(11) P((l + d)ylogy)<y, 

bezw. 

(12) P((l-d)ylogy)^y. 

Beides ist aber unmöglich; denn es ist 

P((l+d)ylogy) a + '^y'ogy (t+<Dylogy ^^^ 

V^ Jf ^ff log((i + d)ylogy) log(l+d)+logy+loglogy ^ '" 

vmd ebenso 

p((i-d)ylog»)~(i-rf)y; 

die Anzahl der Primzahlpotenzen bis (1 + d)y\ogy bezw. (1— d)ylogt/ 
ist also fär alle y von einem gewissen Werte y ^^ rj(d) an 

1+' 



i+d 

bezw. 

d 
1 — ^ 



> 1+1(1 + '^)s'=(i + l)y>s'' 



<r=i(i-'^y = (i-|)y<y' 



im Gegensatz zu (11) und (12). Also nähert sich tatsächlich der 
Quotient der yten Primzahlpotenz durch ylogy für y=oo der Grenze 1, 
was zu beweisen war.*) 

3. In der Zerlegung (4) ist x eine eindeutig bestimmte Punktion 
von n. Ich behaupte, daß nach Annahme einer beliebig kleinen posi- 
tiven Größe d für alle n von einem gewissen n = v (d) an 

a:>(l- ^) Vwlogw 
ist. 

1) Ebenso beweist man, daß die t/te Primzahl « asymptotisch gleich ylogy 
ist. Hierin liegt wegen 

Py'^y^ogy, Pj,^i^{y + l)\og(y + l), 



Py4., (y + i)iog(y + i) 



rx./ 



~1 



Py y Aog y 

der bekannte Satz, dafi zwischen x und {i-\- ö)x für jedes d von einem gewissen 
X = i(d) an Primzahlen liegen, als Spezialfall enthalten. 



über die Maxiinalordiiung der Permutationen gegebenen Grades. 99 

Die Summe aller Primzahlen bis (l — ^jYn log n ist nämlich nach 
dem Hil&saiz I 

(^-D'^^^g^ / _ ^y^^ 

2(log(l-|) + |logn+iloglogn) '^ ^^ 



wenn q die kleinste (von einem gewissen n an tatsächlich vorhandene) 
Primzahl zwischen (l — -A Yn log n (excl.) und )/w log n (incl.) be- 
zeichnet, so ist wegen 

^»■-(i-i)"- 

und 

q ^ ywlögn 
die Summe 

also ist ftir alle hinreichend großen n 

^> als gröfite PrimzaU, für welche 

PS* 

*^^> ist also filr alle n von einem gewissen n = v{d) an ^ g, also 
f 1 — — j Ynlogn, wie behauptet wurde. 

Aus 

^ > (l - 2) Vw log w 

^*gt nun, daß das kleinste gemeinsame Vielfache (oder, was hier das- 
®^H>€ ist, das Produkt) der Summanden in (4) 









p<x 



Ein Übertrag^ngsprinzip des Herrn E. Study. 107 

jedes mit ß = koaxialen Komplexes die Form Ä + AS' = haben 
muß. AjVegen der Wichtigkeit dieser Tatsache für die folgenden Be- 
trachtungen sprechen wir sie in dem Satze aus: 

Ist 

ft = a'l + b'ri + c't + ar + 6i?' + cg' = 

die Gleichung eines linearen StrcMenkompleooesy so sind die Gleichungen 
sämtlicher mit ihm Jcodxialefi Komplexe tmd keine anderen in der Form 

ß + A(a'r + 6'i?' + c'n = 
darstellbar. 

Alle mit einem linearen Strahlenkomplex koaxialen bilden einen 
Büschel (eine zweigliedrige Gruppe nach Plücker). 

2. Übt man auf die Variablen 6, iy, 5, S', iy', t' ©ine lineare 
homogene Transformation T aus, so wird jeder lineare Strahlenkomplex 
wieder in einen solchen transformiert. Sind T^, Tj, . . ., T^ andere 
solche Transformationen, so kann jede durch Zusammensetzung daraus 
hervorgehende Transformation mit TT^. . .T^ bezeichnet werden. Man 
nennt sie das Produkt der einzelnen Transformationen, weil dafür das 
assoziative und, bei geeigneter Festsetzung des Begriffs der Summe 
zweier Transformationen, auch das distributive (im allgemeinen aber 
nicht das konmiutative) Gesetz gilt. 

Wir betrachten jetzt die besondere Transformation 

r = o, g = r, 

ij' = 0, fi = ri', 

e' = o, g=g' 

mit verschwindender Determinante. Durch sie wird jede Gerade durch 
den Ursprung (als Achse des Strahlengebüsches) 

in die dazu senkrechte unendlich ferne Gerade 

pl^' + q'n + r'i' = 
transformiert und jede unendlich ferne Gerade 

zum Verschwinden gebracht. Allgemein wird jede KomplexgröBe ß 
(GL 3) durch diese Transformation in 



(7) (Si + Sj + 1- Ä__)f = S,f + g^e -).... + e_E 

gilt, imd ferner fQr eine reelle oder gewölmliche komplexe Zahl m 

(8) ffmf = ÄeM. = M-fi£ 

iet. Die eindeutige und distributive Verknüpfung St wollen wir eine 
Multiplikaüon nennen. 

Äacb die Multiplikation von S mit einer reellen oder komplexen 
Zahl ist äquivalent einer linearen Transformation der Strahlenkoordinaten 
6j Vi & t'> v', ?'■ Bezeichnen vi' und m, wie überhaupt kleine latei- 
nische Buchstaben, solche Zahlen, so kann man aus ihnen und der 
Transformation s eine neue Transformation m' + ms ableiten, die doteh 
die Steichong 

(9) fi{m' + me) - Sm' + ^me =- m'S + m-&e 

definiert sein soll. Die eindeutige Verknüpfung S{m' + me) befolgt 
gleichfalls das distributive Gesetz 

(10) (Si + ff,)(«' + mt) = ffi(m' + mt) + ^{tn + mt) 

und soll daher als Multiplikation betrachtet werden. Aus Gl. (9) läSt 
sich sofort eine wichtige Eigenschaft der durch Multiplikation mit 
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m' + me aus S hervorgehenden Eomplexgröße ersehen. Da nämlich 
Ss =* 9' ist, so ist 

stellt also, gleich Null gesetzt, nach 1 einen mit ^ koaxialen Komplex 
dar. Wir haben demnach den Satz: 

Durcfi Multiplikation mit einer Transformation der Form m' + me 
geht jede Komplexgröße in eine koaxiale über. 

Zwei Transformationen nennt man dann und nur dann gleich, 
wenn sie, auf gleiche Objekte ausgeübt, gleiche Resultate liefern. Zwei 
Transformationen der Form m' -{■ me werden wir daher dann und nur 
dann gleich nennen, wenn sie, mit gleichen Komplexgrößen multipliziert, 
stets gleiche Größen geben. Im Hinblick auf die Gleichungen (5) und 
(8) gelten nach dieser Festsetzung fiir unsere Transformation b die 
Gleichungen 

(11) b'^O, 

(12) mB = Bm. 
Femer folgt aus 

ff(m' + mB){n + nB) = (ßm' + Rwe)(n' + vib) 

= ^m'n + ^mn B + St w'n« 

= ^[m'w' -f- {mn + m'n)B] 
die Gleichung 

(13) (w' + mB){n' + ««) = m'n + {mn + m'n)B 

=» {n + w£)(m' + mB), 

welche aussagt, daß die Multiplikation (Zusammensetzimg) unserer 
Transformationen nicht nur assoziativ, sondern auch kommutativ ist, daß 
femer das Produkt beliebig vieler Transformationen wieder eine Trans- 
formation derselben Art liefert. 

Bezeichnet man Transformationen der Form m' + mB mit kleinen 
griechischen Buchstaben, so erkennt man durch eine ähnliche Schluß- 
weise die Gültigkeit des distributiven Gesetzes 

(14) (a + /3)y = ay + /Jy 

für die Multiplikation dieser Transformationen. Zusammenfassend kann 
noian sagen: 

Für die Addition und Multiplikation von Transformationen der 
Form m' + mB gelten dieselben formalen Gesetze tvie für die gewöhn- 
li4ihen komplexen Zahlen. 



Ein Obertragungaprinzip des Herrn E. Study. 113 

(oder gewöhnliche komplexe) Zahlen^ das andere Mal duale Zahlen 
auftreten. 

Dem Desarguesschen Satze über Perspektive Dreikante im Bündel 
entspricht z. B. nach diesem Übertragungsprinzip der folgende: 

Sind vier Strahlen @, 81, 85, S gegeben, und wählt nian in den durch 
@ und die drei übrigen Strahlen bestimmten Normalennetzen die Strahlen 
?l', S3', ß'; dann geJiören die gemeinsamen StraJUen der Normalennetze 

(«») und (a'aS'), (»©) und (SB'S'). (ß«) ^^^ C^'«') w?teefer einem 
Normalennetze #n. 

Dem Pascalschen Satze für einen in zwei Strahlenbüschel de- 
generierten Kegel ordnet sich der folgende zu: 

In zwei Normalennetzen nehme man beziehungsweise die Strahlern 
tripd ä, 89, 6 und «', »', 6' an. Bezeichnet («93' • «'83) den gemein- 
samen Strahl der beiden Normalennetze («93') und («'93), dann gehören 
die Strahlen («93' • «'93), (93(5' • 93'6), (6«' • 6'«) tvieder einem 
Normalennetze an 

5. Das obige Übertragungsprinzip ist jedoch nicht bloß auf Lagen- 
beziehungen sondern auch auf metrische Beziehungen im Bündel an- 
wendbar. Man braucht nur jene Gleichungen, die metrische Beziehungen 
von Strahlen im Bündel ausdrücken, für den Fall zu deuten, daß die 
auftretenden Koordinaten duale Zahlen sind. 

Für die metrischen Beziehungen im Bündel durch den Koordinaten- 
Ursprung spielt nun, wenn 

«i = aj + 6ii?-f q£, ^ 

«, = a,6-f ftgiy + Cje 

zwei Strahlengrößen d. h. «^ = 0, «2 = Gleichungen von Strahlen 
durch sind, vor allem der Ausdruck 

a^a^ + &1&2 + ^i^i 

eine wichtige Rolle, den wir kurz mit [«^ | «2] bezeicfilien wollen. 
Sein Verschwinden sagt aus, daß die beiden Strahlen aufeinander senk- 
recht stehen. 

Für zwei Komplexgrößen 

K =- ^li + ßiV + yiif 

wo 

ai = ai + a^s, ß^^bi + b^€, yi^^cl + c^s, 

a^=-ai + a^Sy /J, = 62 + ig«, y^^ci-fc,«, 

ArchiT der Mathematik und Physik. UL Beihe. V. 8 
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eine solche GrOße (Biqnaternione), 

^ = a,^ — aj^i — a,^, — OjÄ, 
ihre konjugierte, so stellt die Transformation 

X, = QXQ 

eine Bewegung dar, wenn die durch Nebeneinanderstellung der Ghrößen angedeutete 
Multiplikation nach denselben Gesetzen wie bei den Quatemionen ausgeführt- wird. 
Einer anderen Biquatemione Q' wird die Bewegung 

entsprechen. Die aus der Aufeinanderfolge beider Bewegungen entspringende 
neue Bewegung ist dann 

entspricht also der Biquatemione Q'Q. 

Königsberg i. Pr., im August 1902. 



Distanzrelationen zwischen Punkten nnd Geraden der 
Ebene sowie Fnnkten nnd Ebenen im Ranme. 

Von Eazimierz Cwojdzii^ski in Berlin. 

Wir wollen im folgenden allgemeine Relationen entwickeln, welche 
einerseits zahlreiche metrische Relationen am Dreieck als Spezialfälle 
enthalten, andererseits mit Vorteil bei der Einführung in das System 
der Dreiecks-, bzw. Tetraeder -Koordinaten verwendet werden können. 
Die Beziehungen zwischen den Koordinaten einer Geraden, bzw. Ebene 
und eines in ihr liegenden Punktes zu einander treten klar hervor, und 
manche Formel, wie diejenige für die Entfernung eines Punktes von 
einer Geraden, bzw. Ebene, deren Gleichung in homogenen Koordinaten 
gegeben ist, ergibt sich ohne besondere Rechnung hier von selbst. 

1. Beziehungen von vier Punkten zu vier Geraden in der Ebene, — 
^^ a<^ = - {x.QO^ (p^ + y^sin (pj - p^) 

gesetzt, so besteht nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten 
die Identität: 



(1) 



u 



ij 



(.-, ; = 1, 2, 3, 4) 



^i 


x^ 


^J 


x^ 




— cos 9^ 


— sin^j 


Pt 





Vi 


Vi 


y« 


Vi. 


. 


— cos 9)j 


— sin 9g 


Pi 





1 


1 


1 


1 




— cosg). 


sin 9, 


Pt 



















— cos ip^ 


— sin <p^ 


Pi 






0. 
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Da a^J die Länge des Lotes darstellt^ welches von P^ mit den karte- 
sischen Koordinaten x^y y^ auf die Gerade G^ = iccos tp^ + y sin tp^ —pj = 
S^efallt wird^ so erhalten wir 

Theorem I. FäUt mun von vier beliebigen Punkten auf vier beliebige 
Geraden einer Ebene die sechzehn Lote, so ist die Determinante^ gebildet 
cMus den Längen dieser Lote, \ a^j \ = (,, ^==i, 2, s, 4). 

Der Satz gilt ohne weiteres für n Punkte und n Gerade^ wenn w ^ 4. 
Um anzudeuten^ daß eine der 4 Geraden^ etwa G^, ins Unendliche 
x^ckt, setzen wir «14 = «24 =^ ^4 = ^44; ^*"^ g®^* ^1- (1) ^^^^ üi 

3^11 «18 «18 1 



<2) 



«i 



«i 



cc. 



= 0, 



•-41 •*42 "'43 

Tmd dies ist eine Relation zwischen vier Punkten und drei Geraden. 

2. Anwendung auf die Berührungskreise des Dreiecks. — Wahlen 
wir die Punkte P^, Pj und P, so, daß sie in die Schnittpunkte der 
Geraden G^y G,, G^ fallen, wobei P^ imd 6r^ gegenüberliegen, und be- 
zeichnen mit h^ das Lot von P^ auf G^ (Höhen des Dreiecks), so 
müssen wir setzen: 



«12 = «18 = 
«21 = «88 == 

«81 = «82 = 

alsdann geht Gl. (2) über in 

Ai 
Ä, 




«11 = hy 

«22==*8^ 
«88 =*3> 



8 



«41 «42 



a 



48 



1 
1 
1 
1 







oder entwickelt 
(3) 



CC 



^ + 



a 



4 t 



CC. 



4-^ = 1 

h, ^ h, ^• 



liassen wir nun P^ der Reihe nach Mittelpunkt des Inkreises zum Drei- 
eck G^G^G^j dann Mittelpunkt der drei Ankreise werden und be- 
liehnen die Radien derselben mit (», q^, q^j 9s y ^^ haben wir in (3) 
nach einander zu setzen 

+ «41 = + «42 = + «48 = ^, 

- «41 = + «42 = + «48 = Qly 
+ «41 = — «42 = + «48 = (>2? 
+ «41 = + «42 = - «48 = Q$y 



Distanzrelationen zwischen Punkten und Geraden der Ebene etc. 121 



oder 



**l^ I ^^ I **S^5 



0. 



Dies ist die bekannte Normalform der trimetrischen Gleichung des 
Punktes oder der Geraden. 

Eine Relation zwischen den Koordinaten eines beliebigen Punktes 
x^ : x^ : x^ haben wir schon in der Gleichung (3) gegeben, welche mit 
den neuen Bezeichnungen die Form annimmt: 

— + — + — = 1. 
\ \ \ 

Um nun die Entfernung d des Punktes x'i :x^: x'^ von der Geraden 

zu finden, brauchen wir nur Ton der Gleichung auszugehen 

/4 t^i 
Ä, tt, 



^welche liefert 



Ä, «, 


^y 


t 1 ' *> 

Xi X% Xz 




K ^ K 





d. h. man erhält die Entfernung eines Punktes x'i von d^r Geraden 

1=1 * 

indem man für die laufenden x^ die xl setzt. 
4. Erweiterung für den Raum, — Wird 

^ij = — (^iCOsay + y<cos/3^ + ^i^OByj—pj) 
gesetzt, so liefert die Multiplikation der Determinanten 

— cos «1 — cos /3i — cos y^ p^ 

— cos Oj — cos ß^ — cos y^ p% 



^* /i^ ^f* /w* ^^ 
«A/| ttV« ftA^o tA/ j «ft/e 



11111 

lo 



COB «5 — cos /Js — COB ^j Pj 



daß 

(5) 



a,^| = 



(<,i=l, », 8,4,6) • 

Daher: 

7%eorem IL Die Determinante, gebildet aus den 25 von fünf PutiMen 
des Baumes auf fünf beliebige Ebenen gefaUten Loten, beträgt NuU. 
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Der Satz gilt für n Punb 
der 5 Ebenen, etwa Ef^, ins I 
und demgemäß 

|«u ■ 

Ui ' 

Dies ist die Belalion zwischet 

Hieraus ergeben aich Fe 

sind, welche wir für das D; 

,7 + 
»7 + 

Setzen wir echliefilich ii 

«55 = 0, «is 

Bo erhalten wir die GleichuD] 



In dem besonderen Fall 
des Fund amen talvierfl ach E v 

K 





a;, 
oder entwickelt 



Dies ist die übliche Gleichiu 
Berlin, Januar 1901. 
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In elektromagnetischer Hinsicht gilt für E die Beziehung 

in der F die Zahl der Kraftlinien (Induktionslinien) bedeutet, die was 
einem Pol in den Anker eindringen, 2p die Polzahl, Fp also die 
Gesamtzahl der Kraftlinien im Anker, 60 u die Zahl der Umdrehungen 
in einer Minute (u also die Umlaufsgeschwindigkeit), Z die GesamtzaU 
der wirksamen Leiter am Ankerumfang und 2 a die Zahl der parallel 
geschalteten Ankerstromzweige oder der Stromwege durch den Anker, 

sodaß also — die Zahl der hinter einander geschalteten Leiter ist. Für 

einen gegebenen Motor können wir daher kurz 

E^cFn 

schreiben, wobei c eine Konstante bedeutet. 

Wir nehmen jetzt an, daß der nutzlose Strom oder der Stromverlust 
unabhängig von der Belastung des Motors sei, d. h. daß er stets gleich 
dem Leerlaufstrome j sei. Die Berechtigung dieser Annahme soll 
später erörtert werden. Damach ist der Nutjsstrom im Anker 

Folglich ist die Nutzleistung 

(2) L^E{S^j), 

L = wJ^ (1 — q>)((p — <y), 



oder es ist 
(2a) 



A = -y-, = - 9«+ (1 + ff)9 - ff. 



wJ 



Nun ist, wie man sich leicht überzeugt, 

w;eP = (l + «)F.t, 



^so 
(2b) 



St 



= (! + «)[- DP» +(l + ff)9-ffj. 



Die ausgezeichneten Punkte dieser Beziehung sind: 



y- 


ff 


2 


1 


1 + « 


A= -ff 





(■-- r 





— ff 
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oder gleichbedeutend damit (vgl. Abbildung 3)^ da 8 ^ q)J und 
Z-» IWfP ist, 



S= 


• 

J 


J+J 

2 


j 


J+j 


L = — wjJ 





«m 





— tvjj 



Die physikalische Bedeutung dieser Werte ist: um den Strom auf 
Null SU bringen^ müssen wir dem Motor eine mechanische Leistung 




Plg. 8. 



**** tipjj zuf&hren. Für S ^j ist die Nutzleistung gleich Null, weil die 
^^tzliche Zugkraft Null ist, und für S = J, weil die Geschwindigkeit 
'^xül ist. Die Nutzleistung wird ein Maximum, wenn der Strom das 
^^'^Sihmetische Mittel zwischen Leerlaufstrom und Ruhestrom ist. Die 
*^öchste Nutzleistung ist 

-^ie Nutzleistung wird durch eine Parabel dargestellt (Abb. 3). Der 



ArchiT d«r MAthanuttik and PhyiÜL m. Beihe. Y. 
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Fritz Emdb: 



negative Teil für S<C.j entspricht einem Betriebe, bei dem die Maschine 
als zum Netz parallel geschalteter Generator arbeitet (genauer: parallel 
zu den Generatoren der Zentralstation), der negative Teil f&r iS>J 
einem Betriebe, bei dem die Maschine als mit dem Netz hinter einander 
geschalteter Generator arbeitet. Als Motor arbeitet die Maschine nur, 
so lange j <iS <iJ ist. 

Für unser Zahlenbeispiel sind die entsprechenden Werte: 



/S= 


4,82 


197 389 


394 Amp 


-534 
L ■=• 





10500 ' 


- 534 Watt 


- 0,726 





14,3 


0,726 PS 



(Die mechanische Leistung wird gewöhnlich nicht in Watt, sondern in 
Pferdestarken angegeben.^) 

4. Wirkungsgrad. — Der Verbrauch war 

(1) r^KS 

und der Verbrauch bei Stillstand 



folglich ist 
(la) 



V 



Der Wirkungsgrad rj wird definiert durch die Gleichung 
Deshalb ist nach (la) und (2b) 



7? = (l + «)[-9> + (l + ff)-|] 



Die Größe a ist offenbar klein gegen Eins. Unter normalen Ver- 
hältnissen ist sie, wie unser Beispiel zeigt, etwa von der Größen- 
ordnung \ pCt. Man wird sie deshalb oft yemachlässigen können. 
Jedenfalls ist a eine Korrektion, die man immer noch leicht hinterher 



1) 1 Watt = 



(10~^^ k g) • (10 7 m)» 
(To oTek) » 



^m*kg 
sek* ' 



^^«='^S(w'^^)]='^«^''**- 
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ingen kann. Um nna toh diesem unwesentlichen Faktor zn befreien, 
m wir 

1 werdoi wir sach d angenähert ala Wirkungsgrad ansehen können. 
Die Beziehung zwischen <p und # oder zwischen }pj^= S und 
= iji wird durch eine Hyperbel dargestellt (Abb. 4). Die Haupt- 



I der Hyperbel schließt mit der Richtung der ^ den Winkel 112^ 
~ Rechte ein. Die Koordinaten des Hittelpunktes sind 93 •= und 
1 + tf. Setzen wir deshalb 

-2q> = a:V2-y2 + yV^+y^, 
2[* - (1 + «)] = xV2+y2 - yV2-y2 
fahren diese Werte in Gleichung (3) ein, so erhalten wir 



2»(V8 + 1) 2<f(V^ — 1) " 
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Die große Halbachse ist demnach 

a=y2<y()/2+ l), 
die kleine Halbachse 



6 = y2<y(y2-l), 
oder 

a = 2,20]/tf, 6=0,910>/S, J = 1 + l/2 = 2,414. 

5. Maximaler Wirkungsgrad. — Aus 

^ l + ii = 

folgt 

(4) 9-±V^ 

oder 

<y : 9 = 9 : 1 
oder 

(4a) jiS^SiJ, 

d. h. der Wirkungsgrad wird am größten, wenn der Strom das geo- 
metrische Mittel zwischen dem Leerlaufstrome und dem Ruhestrome ist 
Das negative Vorzeichen kommt nur in Betracht, wenn die Maschine 
als Generator in Parallelschaltung auf das Netz arbeitet An jener 
Stelle ist der öeneratorwirkungsgrad ein Maximum. Hier kommt es 
uns hauptsächlich darauf an, wie sich die Maschine als Motor verhält. 
Wir brauchen daher das negative Vorzeichen nicht weiter zu beachten. 
Der maximale Wirkungsgrad ist 

(5) ^max = (l->^)', 

oder es ist 

(5a) Yö + Y^^ = 1 

oder 

(^max - <y)'- 2(^„,ax + (T) + 1 = 0. 

Nach Gleichung (2 a) ist die Nutzleistung beim höchsten Wirkimgsgrade 
oder 

(6) L,=,^^wyjj{yj-yjy, 

der Verbrauch 
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eotspricht Wirknng^raden zwisclieD 60 und 100 pCt. FSr die höhn 

gelegen« Enire gilt der zehn&clie AbBcisHeDiuaßHtab der dunnbir li^eo- 

den. Die hoher gelegene 
Knire ist rIbo nur als 
TerlSngenuig der dar- 
unter li^eaden anni- 
sehen. Bai Wirkungs- 
graden zwischen 60 und 
84 pCt wird man sich 
demnach der nnterstai 
Eorro bedienen , bn 
Wirkong^raden Kwi- 
Bchen 84 und 95 pCi 
der mittleren, bei noeh 
höheren äxx obersten. 
ng. 7. Statt der Karren Abb. 7 

kann man ancb die 

folgende Tabelle benutzen. Diese enthält auflerdem die zugehörigen 

Werte von , _ » i/i 

und Ton 






jS", 






fi mufi etwa den 4facheQ Wert Ton ^i^^mu) haben, da genau 



ist. Diese Zahlen dienen zur Beurteilung der VerhältnisBe, unter < 
das Maximum des Wirkungsgrades eintritt 



100*,^ 


« 


■«»>„—„ 


lOOf 


lo«*™„ 


. 


1001(^^,„„ 


) i»o. 


pCl 




pCt 


pCt 


pCl 




pCl 


p« 


60 


19,7 


13,62 


6U,l 


80 


89,8 


8,16 


34,6 


62 


22.1 


13,17 


57,7 


82 


112,0 


7,7S 


31,6 


64 


26,0 


12,80 


55,6 


84 


143,6 


7,01 


28,4 


66 


28,1 


12,67 


53,1 


86 


189,7 


6,21 


25,6 


68 


32,6 


11,82 


50,9 


88 


261 


6,14 


21,96 


70 


37,6 


11,42 


48,1 


90 


380 


4,62 


18,66 


12 


43,6 


10,90 


45,7 


92 


602 


3,76 


16,10 


74 


51,j 


10/U 


43,0 


94 


1075 


2,87 


11,60 


76 


60,9 


9,76 


40,6 


96 


2460 


1,910 


7,7« 


78 


73,s 


9,12 


37,1 


98 


9 900 


0,986 


3,91 
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Man ersieht hieraus z. B., daß bei 81 pGt maximalem Wirkungsgrad 
der Ruhestrom lOOmal so groß ist, wie der Leerlaufistrom ^ daß bei 
75 pGt maximalem Wirkungsgrad die zugehörige Leistung ^^ von dem 
Verbrauch bei Stillstand betragt, und daß ein maximaler Wirkungsgrad 
Ton 68 pCt bei halber Maximalleistung eintritt. 
Nach Gleichung (2 a) ist 

ä-J = -29 + (l + «). 

Die Gleichung einer Tangente^ die man an die durch Gleichung (2 a) 
dargestellte Parabel (Abb. 3) legen kann^ ist daher 

x^ip^^6 + (l + 6- 2ip)y. 

Fragen wir nun nach dem Berührungspunkt der Tangente, die durch 

den Ursprung (a; ■- 0, y = 0) geht, so finden wir q> = j/^, d. h. den 
Belastungszustand ^ bei dem der Wirkungsgrad ein Maximum wird. 
Dies ist keine besondere Eigenschaft unserer Stromkurve. Haben wir 
eine beliebige Kurve, die den Strom eines Motors bei konstanter 
JSlemmenspannung als Funktion der Leistung darstellt, und ziehen wir 
vom Koordinatenanfang Strahlen nach den Kuryenpunkten, so ist die 
Kotangente des Neigungswinkels dieser Strahlen dem Wirkungsgrad 
proportional. Nun wird dieser Neigungswinkel ein Minimum, wenn 
der Strahl die Stromkurve berührt, also der Wirkungsgrad ein Maximum. 
(Bei den asynchronen Wechselstrommotoren ertmlt man z. B. auf dieselbe 
Weise die Leistung und den Strom, für die das Produkt aus Wirkungs- 
grad und Leistungsfaktor ein Maximum wird.) 

Zusammengehörige Werte von tp und d' enthalt die folgende Tabelle: 



9= 


6 


V^ 


a 


1 


1 + tf 


*= ± oo 





(1 Y^y 


1 (!-«)* 
8 1 + « 





6 



Für unser Zahlenbeispiel bekommen wir folgende Werte: 



9= 


0,0124 


0,1114 


0,5062 


1 


1,0124 


»a i OO 





0,790 


0,481 





- 0,0122 


1J= ±oo 





0,796 


0,485 





- 0,0123 
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fliehe auch die Horizontaleii 17 «= tf und 17 » x » -Y Das iafc iiidit 

eine besondere Eigenschaft ymserer Knrre, sondern räie aDgemeiiie 
Eigenschaft aUer EnrYen, die den Wirkong^rad eines Motors ab 
Funktion seiner Leistung darstellen. Wenn wir nämlich durch des 
Ursprung und einen beliebigen Punkt der Emre f&r den Wirkongß* 
grad eine Gerade ziehen bis zom Schnitt mit der Horizontalen 17 « 1 

(Abb. 10), so ergibt sidi zwi- 
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sehen den Koordinaten dieser 
beiden letzten Punkte die Pro- 
portion: 

Z:x = 17 : 1, 

X = — = F. 
n 

Also stellt die Abscisse des 
Schnittpunktes oder der Ab- 
schnitt auf der Horizontalen 
17 «1 immer den gugehöriffen 
Verbrauch dar. Dies muB auch 
noch dann gelten , wenn der Kurvenpunkt dem Koordinatenanfang un- 
endlich nahe rückt. So ergibt sich allgemein, daß die beiden Tangenten 
im An&Bg von der Horizontalen ij = 1 den Verbrauch bei Leerlauf 
und bei Stillstand abschneiden. Diese Tatsache laßt sich zu einer 
bequemen Kontrolle oder zur Zeichnung der Anfangsstücke von der 
Wirkungsgradkurve benutzen. 

Schreibt man die Gleichung (7) in expliziter Form, so erh&lt man 
entweder 



Fig. 10. 



(7 a) 
oder 

(7b) 



A = J (1 + <y - ^ ± 1/(1 + (J - ^)» - 4<y) 



^ = 



l l + tf±V(l — g)* — 41 

2" * 6 + 1 



Man erhält imaginäre Werte, wenn 

(1 - 1/^' < ^ < (1 + y^y 



oder wenn 



1 — <F\» 



'>(^) 



ist. <& > 1 ist nur möglich, wenn die Maschine nicht mehr als Motor, 
sondern als Generator arbeitet. Der reziproke Wert von ^ ist dann 
der Wirkungsgrad des Generators. So bedeutet ^ =» oc, daß die Maschine 
als Generator leer läuft. Das Minimum von ^ gibt den höchsten 
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Sind alle drei Wurzeln reell, bo kann man ihre Toneichai ans 
der bekannten Zeichenr^el von Descartes bestinuneD. Ist H negativ, 
80 sind die Vorzeichen der Glieder in (1): + + + — ; man liat 
zwei Zeichenfolgen, einen Zeichenwechsel, aleo zwei negative und eine 
positive Wurzel im Falle jS). Ist S positiv, so ergeben sich die Vor- 
zeichen: + -|- — +, somit eine Zeichenfolge und zwei Zeidienwechflel, 
folglich sind im Falle S) zwei Wurzeln positiv und eine negativ. 

Ffir jedes der Intervalle «), ß), y), d) läfit sich auch der Zahl- 
bereich jeder einzelnen Wurzel bestimmen, wie ich diesei an vielen 
Beispielen in dem Büchelchen gezeigt habe: „ßeometrigche An^^ben 
zn den kubischen Gleichungen". Berlin, 1877. Diese Schrift wurde 
gerade zu dem Zwecke veröffentlicht, damit die kubischen Gleichungen, 
auf welche viele Aufgaben führen, nicht bloß numerisch gelSst^ sondem 
zur Determination der Aufgaben benutzt werden. 

Berlin, den 10. Januar 1903. 
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denn es müBt« 
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Zur Theorie der Mac-Laurinschen Summenformel. 
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Analog erhalten wir das Gleichungssystem (3): 

,f'{x + h)-r{x) = {e- l)rix) + 'hf"(x) + ... 

1 

tW — 1 cji"* /* 



Bh w 



{fi"'-n{x + h)-f<"'-'^{x)={6 - l)/'('»-»)(x) + yV^'W 









Wir multiplizieren die Gleichung (2) und die Gleichungen des 
Systemes (3) der Reihe nach mit 1, a^h, a^h^, . . ., a^h^, wobei unter 
a^, ttj, . . ., a^ einstweilen völlig willkürliche Größen zu verstehen sind, 
und addieren die rechten und linken Seiten unserer Gleichungen. Es 
kann die rechte Seite dann, von den Restgliedern abgesehen, nach 
Potenzen von h entwickelt werden. Wir wollen versuchen, die Größen 
^ly ^hy ' • '} ^m s^ ^^ bestimmen, daß die Koeffizienten von ä, ä^, . . ., ä*" 
der Null gleich werden. Dazu müßte das Gleichungssystem bestehen: 



(4) 



i^2 + t' + (^-1)«2 = 0. 



f • /«M _ IM ' 



ea 



m — 1 



ml 



(m— 1)! ' 1 

Setzen wir in diesen Gleichungen: 



+ (£-l)a„ = 



(5) 



«r=H' 



so erhalten wir das Gleichungssystem (9), S. 158 der zitierten Arbeit 
des Verfassers, welchem die ultra-BernouUischen Zahlen Genüge 
leisten. Dabei ist definiert: 



(6) 



du'' 



€ = e*'", c = — 1(1 + i cotgti). 

Es sind die ultra- B er noull in i sehen Zahlen also, von unwesent- 
lichen Faktoren abgesehen, nichts anderes als die entsprechenden 
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M. Kbausb; 



Differentialqaotienten der Eotangente in einem beliebigen Ton Null 
verschiedenen Punkte. Unter Au&ahme dieser (Größen eriudten wir 
dann die Beziehung: 

Bf{x + Ä) - f{x) +^-^ (tr (z + h) - r (X)) + ■■■ 



(7) 



bmh" 



+ ^ («/^"'(^ + A) - f^'Hx)) = (« - l)f(x) + B, 



Dabei ist gesetzt worden: 



(8) 



1 



und zwar besitzt 9) (^, m) den Wert: 

q) {t, m) « 

Hieraus folgt^ daß die Funktion q> (t^ m\ von einer Konstanten ab- 
geseheU; nichts anderes ist, als die ultra- Bernoulli sehe Funktion mit 
dem Argumente i — t, welche in § 5, S. 164 der zitierten Arbeit des 
Verfassers eingeführt worden ist. 

Die Formel (7) schreiben wir: 



(9) 



b,h 



(e - l)f(x) = ef(x + h) - f\x) + ^- {ef (^ + *) - T W) + 



6m Ä'" 



+ -^ (^/"^"^ (^ + '*) - /^"^ (^)) - ^. 



und setzen in ihr an Stelle von x der Reihe nach Xy x + h, x + 2Ä, . . ., 
x-{-{r—l)hj multiplizieren die Gleichungen der Reihe nach mit 
1, f, a^, ...,£'■"* und addieren die rechten und linken Seiten derselben, 
so erhalten mr die gewünschte Summenforniel in der Gestalt i 

(10) {e-\){f{x) + ef{x + h) + "- + a^-'f{x+{r-\)h))^E^-P^, 
wobei gesetzt worden ist: 

E^ = «Y(^ + rh) - fix) + ^ («r (X + rh) - r ix)) + • • • 



(11) 



6mA'" 



+ ^ (f7''""(^ + rh) - f^"'Hx)), 

1 



sh 



m 



m 



m 



J-J 9> (^, ^) 



Sm^^y 
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So erhält man unter Berücksichtigung von (3), (7), (8) 

[Al^B"^, ■■■,Kl,L[] 



(9) 



(aJ.O|^a— 1; • • • x^x»^*— !)• 



Daß für «1, • • •, Xj die Werte (a — 1), • • •, (Ä — 1) obere Grenzen bilden, 
ist ja klar. 

Beispiele. I. Gibt es nur eine Sorte von Elementen^ dann folgt, 
wie leicht ersichtlich ist, 

[<] = 1, ftir« = a-l; 
[Al\ = 0, für a + a - 1. 
n. Ist zu untersuchen 

SO ist zu bedenken, daß die Summe auf der rechten Seite von (9) sich 
auf das eine Glied, welches cc^ = a — 1 hat, reduziert. Demnach wird 
unter Zuhilfenahme von Beispiel I 

[^a;^J = C« )( ß ){i,^ß^a + a + l} 

Wegen des letzten Faktors auf der rechten Seite ist der Wert nur 
dann von Null verschieden, wenn b — ß — a + a+l=0 oder = 1 
oder = 2 wird, d. h. für h — ß = a — a oder = a — a ± 1. Man findet 
demgemäß 



(10) 



= in allen anderen Fällen. 



Ul. Ist 

zur Untersuchung vorgelegt, so nehmen wir an, es sei 

l—ß>a-a 



Einige kombinatorische Probleme. 
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und ordnen die Summanden nach absteigenden unteren Indices a^ 

[a:_,,b:_,], [a:_„b:_,], [a:_„b:_,]; 
[<-.,K-,i [<-.>s:_,], [a:_„b:_,]; 



Wegen (10) sind dies die einzigen auftretenden Glieder. Für den Fall 
b — ß =^ a — a muß das letzte noch wegfallen , da dann 

b-a + a — 1 = /J— 1 

wird; während doch ß der niedrigste untere Index von B^ ist. 
Glieder haben nach (10) die Werte 

fa — l\/b— V 



Diese 



'"H::;)(::;). 



^ Va - 2/ \6 - 2/ ' \a- 2/ (ft - 3 j ' 



a — W/b - 1^ 



^U — 8/(6 — 3/ ' \a-3/\6 4 j 5 



( 
( 



\ a jife — a + a+1/' ^\ a /(ft — o + Jm « )\b — a + a-l)' 

Setzt man femer abkürzend 

ia-a) + {b-ß)-{c-y) + \=Q, 

SO werden nach (9) die Koeffizienten der Werte (11) der Reihe nach 

°:rr)0' (':rm cr^CT'x:) 
'-nxy {':'Km r.rr)0 



C)( 



6 — a + a4-l\/2a — 2a\ /a\/6 — a+a\/2a — 2a+l\ /a\/& — a+a — 1 



Tri' onni 



ß f\ Q /' \«/\ ß /\ Q /' Va/V ß /\ Q 



). OC 



\/2a — 2a + 2\ 



Multipliziert man die Glieder (11) mit den entsprechenden Koeffizienten 
(12), so erhält man als den Wert der Summe aller dieser Produkte 

c — r 
7 



[ä:,b;,c;] :{'-'). 
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Nunmehr folgt, wenn wir x = 1 , P = 29 • ^ ^ ^^ ^ ^? ^®^- 
-^1 = x^^ = u und: 

(11) /'^"'^ (ti)(l - tl)— i = — ^^^~j- = tm{u) 

setzen : 

(12) jB2n(l) = irgend einem Wert von ^ 2n-iy. ' 

(13) i?2„^l(l)= „ „ „ „ ^^^ 

Betrachten wir nun den Verlauf von ^m(w), und zwar zun'achst, ohne 
gerades von ungeradem m zu unterscheiden. Es ist: 

(14) ^-W = -^^T, 

(i+wr+2 

wenn 

(15) P,n{u) = (1 + ti)(pm(u) - (m - i)9m(w) 

oder mit Rücksicht auf (8): 

(16) P„,{u) = (m - 1)«(1 + u)9>„,_i(ti) - (m - i)9>„.(u) 

gesetzt wird. Dann weiter durch Differentiation von (15) nach w, in- 
dem aus (8): 

(17) 9?;;(u) = (m ~ iy{m - 2)Vm-2(u) 
folgt: 

(18) ^'"^ = (m - l)M(m - 2)^1 + u)g)._2(a) - (m - ^)q>m-i(u)}. 

Der oder die Extremwerte von Pm(u) treten also ein, wenn 

(19) (m - 2)^(1 + u)(p,n-2(u) = (m - |)g)m-i(w) 

ist. Setzt man den hieraus folgenden Wert von (pm—i{u) in die sich 
aus (7) ergebende Gleichung 

(20) (pm(u) = (2m - S)ug>m^i(u) + (m - 2)«(1 - u^fp^^^iu) 
ein, so sieht man leicht, daß 

(21) (pm(u) = (m - 2)*(1 + u)Vm-2(w), 

und wieder aus (19), daß 

(22) (pmiu) = (w - |)(1 + u)(p„,^i(u) 
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ist. Die Substitution von q)ni — i{u) hieraus in (16) gibt den oder die 
Extremwerte Pmi'f^) von Pm(u): 

Derselbe oder dieselben sind also positiv. Auch ist Pm{ti) positiv für 
u == ly nämlich mit Rücksicht auf (20) für w = 1 : 

(24) P„(l) = i9m-i(l). 

Jetzt sei 

m = 2n'^ 

dann ist für u = 0: 

(25) P^niO) = (1 . 3 . 5 ... (2m - 1))^ 

also auch positiv. Somit ist Pm(ti) für w = 2n dauernd positiv, 
^2n(w) nimmt also dauernd zu, wenn u von bis 1 geht, und da 
nach (11): 

(26) M')-^,^ 

SO folgt nach (9) und (12) der Maximalwert, den R^nO) überhaupt 
annehmen kann: 

(27) Max. iJ,,(l) = l ^^. ;,*H-; • V2. 

Weniger einfach ist der Verlauf der Funktion tl^miu) zu beurteilen, 
wenn m eine ungerade Zahl = 2n -f 1 ist. In diesem Falle hat zu- 
nächst wieder der Differentialquotient ^2n+i(^^) das Zeichen von P2n-f i(w) 
^iehe (14)); für u = ist aber der Wert des letzteren negativ, näm- 
lich gemäß (16) und (10): 

(28) P2n-f-i(0) = - (271 + {)(l . 3 . 5 . . . (2n - l))\ 
während für w = 1 nach (24) und (9) 

(29) P2n4-i(l) = >2.(1) = ^ 1 • 3 . 5 . . . (4n - 3), 

also positiv ist. Die Kurve P2«-f-i(^0 schneidet demnach, wenn u von 
bis 1 wächst, einmal oder eine ungerade Anzahl von Malen die 
Abscissenachse; im letzteren Falle würde aber P2„-f-i(M) negative Minima 
haben, was wegen Gl. (23), welche für gerades und ungerades m gilt, 
nicht stattfindet; folglich hat die Gleichung: 

(30) P2,+i(u) = 
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eine und nu^- eine Wurzel zwischen und 1; sie werde durch w' be- 
zeichnet und kann durch Auflösung der 61. (2n)ten Grades 

(31) An\l + u')g)2»(u') - (2n + ^)q>^n+i{u') = 

gefanden werden. Die Kurve ^2n-f i(w) hat infolgedessen ein Minimum 
zwischen m = und w = 1 und zwar für u = u\ Sie besitzt aber auf 
dieser Strecke Iceineti Wendepunkt^ und demnach ist, da 1 — t«' < 1 ist: 

(32) Min. ^2n-hl(u) > ^2»-f-l(l) - 1 • ^in+l(l). 

Ehe wir aber an diese Beziehung die sehr einfachen Endschlüsse an- 
knüpfen, müssen wir die yoranstehende Behauptung beweisen, müssen 
also zeigen, daß ^a»-f i(ti) für u zwischen und 1 dasselbe (positive) 
Vorzeichen beibehält 

Durch Vergleich von (18) mit (16) schließen wir unmittelbar, daß 
(für gerades oder ungerades m) 

dP (u) 

(33) ^' = (m-l)»P„_.W 

ist, und mit Rücksicht hierauf folgt durch Differentiation von (14) unter 
Einführung der Bezeichnung: 

(34) F„(m) = (m - 1)»(1 + m) P„._, («) - (m + ») P„(«) 
die Gleichung 

(35) t:.(u) = '^'"^"^3 ' 

(i+ur+2 

Auch führt die Differentiation von (34) leicht zu: 

dV (u) 

(36) _^ = (^_l).F„_x(«). 

Ist nun m = 2n + 1, so ist Vfn(u) positiv f ür u =» wie für m = 1, 
was sich leicht aus der Definition (34) von Vm(u) mittels (25) und 
(28), bezw. (24) ergibt; dazwischen hat F2n-fi(u) einen oder mehrere 
Minimalwerte, da V^niO) negativ für m = 0, positiv für u = 1 ist, wie 
aus denselben Gleichungen zu ersehen. Wir zeigen, daß diese Minimal- 
werte und überhaupt die etwaigen für u zwischen und 1 vorhandenen 
Extremwerte von Vm(u) (wie diejenigen von Pm(u)) positiv sind. Drückt 
man Pm(u) und Pm-i(u) mittels (16) durch die g)(u) aus, so kommt 

(37) 4 F„(«) = 4(m - 1)> (m ^ 2)« (1 + «)' <p„_, («) 

- 4(m - 1)» (2m -!)(!+ ») <p„-i («) + (4m« - 1) g>„ (u); 
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Mittels der Ausdrücke (10), (25) und (28) und der Gl. (8), bez. 
(33) lassen sich auch 9>m(w) und Pm(u), da es ganze Funktionen sind, 
nach Potenzen von u entwickeln. Man findet mit Hilfe der 
Maclaurinschen Reihe 

(46) 9,,+iW = (1 • 3 . 5 . . • (2n- l))»jl +(2»)»^ + (2«(2n-2))'^; 



tt' 



+ (2n (2n - 2) (2n - 4))» ^^ + • • • + (2n (2n - 2) 



2)» 



U 



u 



(2n)!) 



und durch Differentiation 

(47) g>,M = (1 • 3 • 5 ... (2m - 1))* \u + (2n - 2)« |-' 

+ ((2«-2)(2«-4))»«; + -- + ((2«-2)(2»-4)...2)»^j^,)'\ 



sodann 



4n— 3 



(48)P,,,,(«)=(1.3.5...(2n-l))»|-i^ + (2«)>M-i^(2n)«|j 



4n — 7 



W 



+ (2n(2n-2))»^---:^(2n(2«-2))«^±... 

+ (2n(2«-2)--.2)»^^^-|(2»(2n-2)...2)«^ 

und endlich: 

(49) P,„(«) = (1 . 3 . 5 • • • (2n - 1))^ ( 1 - *^=^ u + (2n - 2)« '^ 



in — 7 



(2n-2)«|, + ((2«-2)(2«-4))»^T--. 



+((2n-2)(2«-4)...2)»J^-K(2«-2)...2)«J^l 

Die Funktion F^(zi) läßt sich in gleicher Art entwickeln. 
Königsberg, Juli 1901. 



1) Oder auch in etwas anderer und auf anderem Wege gefundener Form: 

n— 1 

g?2n(M.) =^{2h + 1)! ((2w - l)2A-f 1 1 • 3 • 5 . . . (2n - 2A ~ 3))« u"+' 



A = 



n 



92,+i(«) ^^^^SÄ)! ((2»),* 1 • 3 • 5 • • . (2« - 2Ä - 1))» tt»' 



h^O 



(01 = 1,1 3 5- .(— l)=l.) 
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exakte Differentiale sind. Diese Ausdrücke stimmen mit den obigen 
überein, da: 

-P^^d\og(i-'A — ^^^, ;>^^« diog(i-gA--^gi-. 

Für (>i(>2 = — c^ wird: 

sodaB auch auf diesem Wege sich die Gröfien "J^pJ + c*, )/(>| + (^ als 
integrierende Faktoren von Tj und T^ ergeben. 



m. 

Eigensohaften der betrachteten Normalensysteme. 

Um die Krümmungslinien und Hauptkrümmungshalbmesser der 
Orthogonalflächen des ersten Strahlensystems zu finden, gehen wir von 
dem Satz aus, daß längs einer Erümmungslinie: 

dx + hdX ^dy + hdY=dz + hdZ = 

ist^ wo Ijh die Normalkrümmung derjenigen Krümmungslinie bedeutet, 
auf welche sich die auftretenden Differentiale beziehen. In dem in 
Rede stehenden Fall ist daher längs einer Krümmungslinie: 

dtti + *dgi = 
oder: 

Ä, ((1 - ^-)r, + ^r,) + (A + Ä)d|, =0. 

Man hat aber: 
Wir können daher die obige Beziehung in folgende Form setzen: 

Ai(>-i)r.+i^.ii>+^j 

Die beiden weiteren aus den Gleichungen: 

dv^ + hdr^^ = 0, dw^ + Ädf^ =» 

14* 
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denn nur in diesem Falle hat das Gleichungssystem: 

oder ausgeführt: 

^l^Ä + ^2^Ä H H ^Q^^^ = 0, (/i = l,2,..,n) 

nur die eine Lösung Cj = Cg = • • • = c = 0; wie ersichtlich, ist die 
„Matrix NuU". 

Satz IL Sind in defn Büscliel linear unahliängiger Matrizen 

alle Matrizen [x] enthalten y so ist q = w, 

denn nur für (> = w kann man die c so bestimmen, daß bei beliebigen 
^17 ^2; • •? ^n ^^® Gleichungen: 

bestehen, die symbolisch durch: 

wiedergegeben werden. 

2. Ebenso läßt sich das Gleichungssystem: 

zusammenfassen in: 

(2) A{x},= 

und gibt sich so als Spezialfall der Gleichung: 

(3) ^X = 

zu erkennen. Damit wenigstens eine Matrix X existiert, die (3) genügt, 
muß 1^1 = sein; sonst folgte aus (3) durch Multiplikation mit A~^ 
sofort X = 0. Zur Lösung von (3) benutzt man am bequemsten ein 
mit A äquivalentes Diagonalsystem: 

(4) P^«2 = 2l = <ai, o,,..., a„0, 0, ..., 0>, |P|=1, \Q\=l, 

dessen Diagonalelemente o^, o^, . . .^ a^ sind, wenn r den Rang von A 
bezeichnet. Setzt man ^"^X = X, so geht (3) über in: 

(5) «3E = 0, ä = <«!, a,, . . ., a„ 0, 0, . . ., 0>, 

und nun kann man unmittelbar die Lösung angeben. Im Falle X={x]j^ 
der aUein wegen des Folgenden hier zu besprechen ist, hat man: 

(6) a{E}*=0, wo {l\,= Q-'[x]„ 
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oder ausgeführt «lEi = 0, o^fj = 0, . . ., a^E^= 0, wahrend sich für die 
n — r übrigen j keine Einschränkung ergibt. Die Lösung von (2) ist 
demnach {a;}4==^{j};t mit jj=jrj = ... = j:^ = und verfügbaren 
Er+i> • • ') in} ^^®^ ^^^1 ausgedrückt: 

Schreibt man gÄ,t=gi*>, «o ist C= j^^', g^, . . ., gi«)j und: 

(8) {^}*={?^^^^M*w + --+{3^'*M*E.. 

Setzt man die l^^^ £^ + 2? • • •> Jn '^^^ ^^ eines gleich Null, dieses gleich 
eins, so erweisen sich {g^^'""'"^^}^, . . ., {q^"*^ j^ selber als Lösungen von (2), 
und zwar nach Satz I als linear unabhängige, da { Q 1 4= ist. So er- 
gibt sich, in etwas fremdartiger Einkleidung, der elementare 

Satz HL Ist r der Bang der Matrix A, so Imt die Gleickimg A\x]^^^ 
genau n — r linear unabMyvgige Lösungen: 

(9) [x']„ \x"]„...,W'-^„ 

aus denen, sich jede andere linear und homogen mit numerischm 
Koeffizienten zusammensetzen läßt. 

Wir wollen das System (9) eine „Basis" der Lösungen YonA{x]i^O 
nennen. 

§ 3. Die Frobeniusschen Matrizen 0^{A,E), 
1. Sei zur Abkürzung: 

(1) ti^ — a^u^=^l„. (0 = 1,1,..') 

Dann haben die s Formen: 

(2) . ^A^uO = H'^ H' '-H'-i^H'y 

keinen von W|, u^ abhängigen größten gemeinschaftlichen Teiler, mi 
kann diesen also gleich eins annehmen imd in die Form bringen: 

(3) 1 = 9i (m,1) ^1 (u,i) + 9?2 {}h^)t2 (t<,i) + • • • + g>. Kl) ^. (ti,l), 

wo die ^(m, 1) vollkommen bestimmte ganze rationale Funktionen v 
u = — sind. Wenn man (3) wieder homogen macht, 

(4) 9'<,(Wl.«j)^a(«l.W«)= *o(«l,«j) (» = 1,».- 
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• 

in das Bogenelement der Kurve. Bedeutet also F die durch P', P 
gelegte^ F' die durch P, P" gelegte geodätische Linie, nennen wir 

ferner P" den auf P folgenden Punkt von F, so wird der Winkel 0, 
unter dem sich die beiden geodätischen Tangenten F, r" in P schneiden, 

durch den Neigungswinkel der beiden Geraden (P, P") und (P, P") = t^ 

gemessen. Da aber die Ebene (P', P, P"), als Schraiegungsebene der 

geodätischen Linie F, auf der Tangentialebene (P, P", P") senkrecht 

steht, stellt die Gerade (P, P'') die orthogonale Projektion von (P', P) = /j 

auf die Tangentialebene dar, es ist also (P, P") = ^1, rä = o', und 
somit diese Definition der geodätischen Krümmung auf die vorher- 
gehende zurückgeführt. 

In dem längs t^ rechtwinkligen Dreikant (t^, t^, t^ haben wir nun: 



tg (D = tg c» • cos €, 

wenn s den Neigungswinkel der Tangentialebene (t^, t^) zur Schmiegungs- 
ebene (<i, ^2) ^^^ Kurve C bedeutet, oder, da ©, o' unendlich klein sind, 

(»'= CO • cos£; 
wir finden folglich nach (1) und (2) die Liouvillesche Gleichung: 

(o) == — COS£. 

Bezeichnen A, ft, 1/ die Richtungskosinus der Binormalen an die 
Kurve C, ferner X, Y, Z die Richtungskosinus der Flächennormalen 
im Punkte P, so ist: 

cos€^[XX + fiY+vZ, 
und indem wir für A, fi-, v ihre bekannten Ausdrücke^): 

A = r (^/' - /y") , ^ = r (/a;" - a;-/'), v = r {x'y" - y V) 

einsetzen, wo a?, y, xr die rechtwinkeligen Koordinaten von P, die Accente 
— wie auch stets im folgenden — die Derivierten nach der Bogen- 
länge s von C bedeuten, ergibt sich aus (3): 



^^> h 



X Y Z 

x' y / 

a^' y" 0" 



1) Vgl. z. B. Bianchi-Lukat, a. a. 0. S. 8. 

16' 
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f{Xy y^ z)^0 eine identisch verschwindende Reihe in x und y ergibt. 
Es soll also 

dz\ ri /• . y /dz 



f~~ + MUV f-(B)> f'Or "' 



sein u. s. w., wo fxx"^ fxx ^^^ Wert der zweiten Ableitung von f nach 
der x**^ und A**° der drei Variablen x, y, z an der Stelle (0, 0, 0) bedeutet. 

Man entnimmt aus diesen Gleichungen die verlangten Koeffizienten 
und erhält die geforderte analytische Funktion z. Doch weil die 
analytische Funktion stetig und differenzierbar ist^ ImxI man dann^ wenn 
nicht alle drei Größen f^, f^, f^ verschwinden, in einen gewöhnlichen 
Punkt. 

Wenn aber die drei ersten Ableitungen von f alle an der Stelle 
(0, 0, 0) verschwinden, so sind die ersten zwei der früheren fünf an- 
geschriebenen Gleichungen identisch erfüUt, und aus den drei weiteren 
entfallen die letzten Glieder. 

Sind nicht alle Größen /*^^ = 0, was wir ein für allemal annehmen, 
um in stets einen zweifachen Punkt zu behalten, so kann man auch 
voraussetzen, daß f^^ 4= sei, denn wenn das nicht der Fall sein sollte, 
so kann man wieder durch eine linear -homogene Substitution dazu 

und (k-j nur mit einander verträglich, wenn die Funktional-Determinante 
der ersten Ableitungen von f an der Stelle (0, 0, 0): 

fn /i2 /i8 

-^ "^ tu 122 121 
hl /82 /83 

verschwindet. Wenn aber diese Bedingung erfüllt ist, so ergeben sich 
für alle Ableitungen von z an der Stelle (a: = 0, y = 0) je zwei be- 
stimmte Werte. 

Die Koeffizienten der zwei Entwicklungen für z werden gewiß 
reell, wenn von den Unterdeterminanten erster Ordnung von F, die 
mit i^^^ bezeichnet seien, 

Fii < und F^<0 
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so folgt hier zunächst^ daß 

ist. Und weil ferner 

I 

"^ ^ /l8-^18 • /s8-^28 I" MS -^88 ~ 

ist, SO muß /*2j = 0, /'jg = sein. Setzte man nämlich F^^ = 0, so folgte 
aus dieser Annahme und der Gleichung F^^ = auch die Gleichung 

Fn = 0, 

was der Voraussetzung widerspräche. 

Wir beschäftigen uns jetzt mit dem Falle 

/•33 + O, F^O, F,,^0 (x=1.2,8.) 

Nun wird 

wo /^^^^ die dritten Ableitungen von f nach der x^^, A*~, /i**"" der drei 
Variablen x, y, z an der Stelle (0, 0, 0) bedeuten und ü^ ein Aggregat 
von Gliedern ist, deren Dimensionen größer sind als drei. 
Man setze 

fn^ + tnV + UzSi =^1, 

und eliminiere z, so findet man 

^ + ^ [^11^^ + 34„,a;»y + . • . + A^,,e[-\ + 5« = 0, 

' 39 

wobei insbesondere 

-^111 "^ /in "~ ^/ll8 f I" ^/l38 \j~) "" '888 \^) 

ist. Nimmt man hier zuerst ^^ als von Null verschieden an und setzt 

wo über f = ± 1 noch verfügt werden soll, so geht nach Division 
durch I* die letzte Gleichung in die folgende über: 

^[^g» + i^^niS'] + % + «, + ••• = 0, 

WO u^ ein Aggregat von Gliedern i/*®' Dimension in S, iy, g bezeichnet. 

Durch die letzte Gleichung ist eine Fläche dargestellt, die in dem 

Punkte Oy darum weil der Koeffizient von 5^ von Null verschieden ist, 
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Weil wir aber bisher den zweifachen Flächenpunkt nur zu be- 
urteilen verstehen, wenn F verschwindet und mindestens eine der 
Hauptunterdeterminanten F^^, F^^ negativ ist, müssen wir voraussetzen 

Ä —0 ^ Alil 1 A% ^0 

^118 — ^» 3 . 4 /• ^ 118 ^. 

Dann haben wir fär die neue Flache einen biplanaren Punkt, und die 
erste Fläche weist in einen Selbstberührungspunkt auf; denn is ist eine 
zweiwertige Funktion in der Umgebung von 0, sowohl für positive, als 
auch für negative x und y, und es besteht nur eine Tangenten- 
ebene. 

Zunächst sind nun die Fälle zu betrachten, wo f^^ + und F ^ 
ist, und entweder 



oder 



oder 



oder 



oder 



^n>0, -F„>0, F„>0 

Fu = 0, F„>0, F„>0 

-P'n'O, F„>0, F„-0, (/•„ = 0, /•„ - 0) 

^n>0, F„^0, F„>0 

Fn > 0, F„ - 0, F„ = (Ai = 0, /;, = 0). 



Das sind Fälle, die wieder zusammengehören, so daß nur der erste 
einer besonderen Erwägung bedarf. 

Es werden nun an der Stelle (a; == 0, y = 0), wo z verschwindet, 

und die Gleichungen der Tangentenebenen in heißen 

/i»? = (- fi, ± *y^,)S + (- /•„ ± iVF[t)v- 

Der Schnitt dieser konjugierten Tangentenebenen ist reell. Die Schnitt- 
linie ist aber auch Tangente in 0; es gibt daher in der Nahe von 
reelle Punkte, obgleich man aufs erste meinen sollte, daß sich wegen 
der komplexen Werte für die Ableitungen von z an der Stelle nur 
ein isolierter Punkt ergibt. Wir kommen später wieder auf diesen 
Fall zurück. 
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resp. Ij, I^, Ig, a^j, «jj, a^^ und A^^, A^^, A^^ sind. Die Eigenschaften 
des skalaren Produktes (§ 2) liefern nun die Beziehungen: 



(^ 



r.r;t = cosa.jt, 



rF = cosa^. = 1, 

I^r^^sinA., 



I? = cos^.,. = 1, 

\x, = 0, 



und ebenso ergeben die Eigenschaften des Vektorproduktes (§ 3): 

(9) sinaji =Vt,rg, sinojlj =Vt3ri, sinagl, «Vtitj, 

(10) sin^iri = Vigis, sin^2r2 = Vlali, sin^3r3 = Vlil2- 




,Aj 



U.^(L) 



Fig. 1. 



8. Aus (9) und (10) findet man durch Bildung skalarer Produkte 
und Anwendung der Gleichungen (8) und (7): 

sin a^ sin agil Ig ^Vr^tg. Vtjri, sin ^i sin -^2 r^ Tg =Vl2l3.l3li; 

sina^sinaglilg =^3X3 . x^x^ — x^x^ . r*, sin-^^sin J-gr^rg =^2^8Mi~yr^8> 
sinaisina2COSv43 = cosaiCosa2— cosög, sin^isin^jCosag^cos^iCos^g— cos^g, 

also die Grundgleichungen der sphärischen Trigonometrie. Durch 
skalare Multiplikation mit r^ , ig , 13 resp. Ij , Ig, I3 ergeben die Gleichungen (9) 
und (10): 

sinaiIiri = sinaisinÄi=riVtar3; sinJ.iriIi=sin-4iSinÄi==IiW8> 

(11) sin ag Ig tg = sin Og sin Äg = Tg Vt3 r^ , sin ^ Tg Ig = sin A^ sin Äg == Ig VI3I1, 

[ sin «3 Is tg « sin a^ sin A3 = tg Vti tg , sin J.j tg I3 = sin A^ sin \ = I, Vlil|, 
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Die Gleichung der Geraden ^ 21^ a:- == wird dadurch: 



»t l mm t\ aä !_<• /\ /tl 



^^A^AiVi + l^AiVi + i^zhiV^) ^ f*i (^11 «^1 + K^h + ^13 «s) • ?/i 



so daß i\ :. |it/(&,i^^ + ^^12^2 + ^«3^3) ^^^5 ^^^ ^^^ '™ neuen System 
wieder ftivisinA| konstant ist, folgt hieraus: 

v'i sin/ii . y,. ;. 6,^^^ + ^ii^s + ^i3^^^ ^^^ 

< 

1*. ;. v'i sin Äj . B^^v^ + Vg sin ä^ • J^^^Vg + VjJ sin h!^ . B^.v^. 

19. Übergang zur Ebene. — Für ein auf der Kugel mit unendlich 
großem Radius verzeichnetes Koordinatendreieck liefert (14): 

(25) ^<=:rÄ.' «.•=;rÄ- 



(24) 



f»,«,- 



1 I 



Die allgemeine Gleichung (15) einer Geraden in Punkt-, oder eines 
Punktes in Linienkoordinaten wird: 

(26) ^l^M^u.x.^O 

oder 

Uj^X^+ u^x^+ n^x^== 0, 

wenn ft^v^Ä^ konstant ist. 

Für die Entfernungen d^ einer Geraden von den Ecken A^ und die 
Entfernungen |,. eines Punktes in der Geraden von den Seiten a. des 
ebenen Dreiecks liefern (25) und (26) die Gleichung: 

Die analoge Gleichung für die Sphäre lautet: 

"^^ sin S. 
> ^— T- sin £. = 0. 

^j 8in h. '* 

Unsere sphärischen Punktkoordinaten geben (25) für die Ebene, 
wenn ^i = ^= (J^ ^^^' 

C| b4 9^ ^ ^ ^ 

"1 "s "s 

also die bary zentrischen Koordinaten. 

20. Es mögen hier die folgenden Anwendungen Platz finden: 
a) Von den Punkten: Von den Geraden 

a' r' = iiiX^x^ + /iga^gts + 11*3^3^3? ^' f = v^u^l^ + v^u^l^ + v^u.^i^, 

(7"r"= (iiXiXi + jUg^^'gTg + fisarglg :r"r= i/i?V;ii + Vgtfgtg + 1/3^3(3 
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besteht. Es ist femer: 



A = 1> ^»«-1 („-,) = 1 (mod 2), 



(2) 



'p" ip - ly 



A ^ (- 1)' 



2'{modp), 



so daß: 



(3) 



0(z) = 



pa-l(p_l) 



+ A,z 



^"-Hp-i) 



+ --- + ^pa-l(p-l) 



^(.-2) 



,a-l(p_l) 



(modj)) 



tüird. 



3. Die Zahlen (A) können fürs erste aus dem linearen Gleichungs- 
sjstem : 

p«-l(p_,) pa-l(p_i) 



(I) 



M'+'k) 






— 1 

+ ..-=F(Ä) 



dessen Determinante von Null verschieden ist, rational und eindeutig 
bestimmt werden. Es leuchtet ein, daß die Gleichungen auch für: 



h — ^ 1 



2^ 8> ' ' '9 _a— 1 



^«-Vp-1) 



+ 2 



bestehen bleiben, und somit sind die Ausdrücke: 



pO-^{p-l) 



Fix), A^{x+l) 



+ *" + ^p«-Mp-i) 



für gewisse Werte von x, deren Anzahl p^~^ {p — \) -\- 2 ist, gleich; 
und folglich identisch gleich. 

Wenn man die Identität (1) mit x ^ multipliziert, sieht man, 
daß A^= \, A. ganz, und wenn x = \ gesetzt wird, daß: 

^pa-i(p_i)=l(niod2) 



ist. 
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Auszug aus einem Briefe an Heim E. Jahnke. 291 

Im übrigen verzichte ich auf eine Kritik des Versuches, die Weg- 
lassung gewisser Ergebnisse aus einem encyklopädischen Werke dadurch 
zu rechtfertigen, daß sie zu einer bestimmten Zeit nicht mehr neu 
waren, ebenso wie auf eine Beurteilung des zweiten von Herrn v. Lilien- 
thal hierfür noch aufgeführten Grundes, und überlasse jedem, aus der 
Fußnote 347 des Berichtes über Invariantentheorie von den in Rede 
stehenden Formeln Kenntnis zu erlangen. 

Was endlich die in meiner Mitteilung mit (1, 2, 3) bezeichneten 
Formeln betrifft, die Herr v. Lilienthal in seine Erklärung einbezogen 
hat, obgleich ich nirgends behauptet habe, daß auch diese fundamen- 
talen Relationen in der Encyklopädie fehlten, so gestatte ich mir bei 
dieser Gelegenheit zu bemerken, daß auf der von Herrn v. Lilienthal 
citierten Seite eine Angabe darüber, wer diese Formeln zuerst auf- 
gestellt hat, wohl an ihrer Stelle gewesen sein würde. 

Berlin, den 23. Mai 1903. 
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:i SsaExmc, t> A»aviar iHf^v ;^N 



nun fem«- di? fitAni^rii i aar Nr S rw-s^rixsi r. . r^ . .% .t KnA ^«».^ >^r 
einfachen skk « S&ifi:^:ii*fa - xji£ /* ixr.it r>f Vr:j^>.r:,;r.j:y^r xr, 
Nr. S, und xas «jüjl »^foi iclx x*:*:i nr V*^^Kxr*s:-*x.:r:»: r. ^ r^ ♦ js j — Ss » 

5j, 5j, 5j: 

Aus ihnen berechne mAc ^^ = |*. -^ ^ I**« -S "^ i*^'^- Foljrlioh siml 
Xj, Xj, Xj die drei Wurxehi 'iti kubisciiexi Gleichung: 

x*-|Ax^^|**x-i** = 0. 

Dieselbe hat eine Wurzel \k: die beiden anderen folgen aus der t|uadra 

tischen Gleichnng x^ - *x — /^A^ = 0, d. h. x, j = jÄ -4- JA] i\6. St^tit 
man diese Werte in (3^ ein. so erhih man 

die einzige in (3) enthaltene Formel, welche / bis lur fünften Poteni von 
X in f(x) genau darsteUt. Dies ist die dritte GauÖsohe Formel. 

Aus dem Gegebenen ist die Möglichkeit der Ausdehnung der Betrach- 
tungen auf die folgenden Falle des sechsten, siebenten, . . . Grades von 
fp{x) ersichtliclL Wegen der Knappheit des zur Vertilgung stehenden 
Raumes wird hier abgebrochen. Aus demselben Gnmdc muß die Mitteilung 
von Beispielen, welche zur Veranschaulichung der verschiedei\.en FUllc dienon, 
die Berechnung der Fehlerglieder in diesen Fällen, sowie die Belegung der 
allgemeinen Ergebnisse durch wirklieh berechnet« Zahlenwerte von Integralen 
unterbleiben. 



40 Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 

alle Sätze banal, die mit harmonischer Teilung zusammenhängen, da in ihr 
der Satz S^ giU^) 

11. Büermit ist die Behauptung IV am Ende des Abschnittes I naher 
erläutert und ihre Richtigkeit mit Hilfe einer künstlichen Geometrie nach- 
gewiesen: Für den Beweis eines reinen Schnittpunktsatzes sind die An- 
ordnungsaxiome überflüssig, für das Verständnis seines Inhaltes dagegen 
unentbehrlich. 



1) Man könnte sie eine Nicht-Staudtische Geometrie nennen, weil in ihr 
Staudts Versuch, den projektiven Fondamentalsatz zu erweisen, undenkbar iat; 
oder eine Nicht- Hilb er t sehe, weil in ihr Herrn Hilberts Satz nicht gilt, diA 
jeder ebene Schnittpunktaatz aus dem Pascal sehen und Desargu es sehen her- 
geleitet werden kann; denn dies trifft für den Satz 5, nicht zu. 



Jiy HiUuuipii^r'fiAtt df! Bfrlir.*^r Natb'tiiatiBcka 

uud die Ver;^l«:ii;Loii^ vorj I JOy und <l'6i ergibt, da 
dj*- uuU-r (7_/ aijg>;;i>;b*;ii'r Form iiiil/*-ii. 

'Jnuz Klf'^iib'j erliüh luao in Aem zweit«ii der 
01<;ti:liuin^i:)j von der Form 



W'j dii:: u' und u" dieM^lb« Hedvutaug Laben wie o' 

ii:>) "* -^'t,. • "/ , ",'=^""".»-< 

zu »«tufti, uiu nuH (14j und (ifij 

/,u «rlmJt^u und aujt der Ver^ltichuDg vun (10) « 
iinK«K"'"""' Fijnii der Kucftizient'iM zu kuDstatieren. 

llHiiiil ist der Na;/ljwi?iH des Theorems erbrach! 

itnitij I>ur(rhKu<dii;ii der Literutur fand ich 
H. Kantor (KitznnKxljer. d. uiath.-|>hys. Klasse 
MlliiHifii 1HU7, H. »70) an^^ex^beu mit dvr Deiner 
'■mU-ii Hi'iti'fi jedüK Ldirbucbes der Uetenninanten st 
iiii'^lj darauf aufmerksam, daB es auch bei Frobeniu 
d Wim. »u Herliii, 1K97, 8. 1011} vorkommt. 



und die Verg 

die UQter (7) 

Ganz eb 

Gleichungen 
(U) 



(16) 

ZU setzen, an 
(16) 

ZU erhalten i 
angegebene F 
Damit ii 
Beim D 
S. Kantor 
München 18t 
ersten Seiten 
mich darauf ; 
d. Wiss. zu ] 
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Unterschrift: 



Müller-Preslcr, Leitfaden der Projekliun sichre. ; 

In erster Linie wendet sich daher unsere „Projektionslehre" 
Em den eigentlichen mathematischen Unterricht und bezweckt eine 
Lnnig*e Durchdringung von Theorie und Praxis auf dem Gebiete der 
stereometrischen Konstruktion. Wir wollen damit wesentlich den 
Wünschen der Lehrpläne gerecht werden, die folgenden Ausdruck 
gfefunden haben: Dem Übelstande, daß der Unterricht auf der 
Oberstufe einen zu ausschließlich rechnerischen Charakter 
nimmt, wird sich durch Fortsetzung der Übungen in geo- 
etrischer Anschauung und Konstruktion steuern lassen. 
Ferner: Auf allen Anstalten ist schon von III ab der Übung 
im Konstruieren die sorgfältigste Pflege zu widmen; sie 
mufi bis in die oberste Klasse neben den dort behandelten 
G-ebieten fortgesetzt werden. 

Daneben hoffen wir, daß auch die Lehrer des Linear-Zeichnens, 
der Physik, Chemie, Mineralogie, Erdkunde und Biologie die 
Bücber mit Nutzen gebrauchen werden. 

Ein weiterer Antrieb zur Abfassung eines schulmäßigen 
Leitfadens der Projektionslehre war die mit großer Mehrheit er- 
folgte Annahme folgender Thesen auf dem Mathematiker -Tage zu 
Grießen (1901): 

i) An allen Lehranstalten ist die korrekte Herstellung der im 
mathematischen, insbesondere im stereometrischen Unterricht be- 
nützten Figuren zu lehren und zu üben. Der mathematische Unter- 
richt hat diese Aufgabe unter Zurückstellung anderer zu erfüllen. 

2) Es ist notwendig, daß auf dem humanistischen Gymnasium 
den Schülern die Möglichkeit gegeben wird, sich die Elemente der 
darstellenden Geometrie anzueignen. Diese Elemente sind dem 

reometrischen Unterricht der Prima einzuflechten. 

3) Der Unterricht in der darstellenden Geometrie ist für die 
i obersten Klassen des Realgymnasiums und der Oberrealschule 

oblig^atorisch. Er ist in wöchentlich zwei Stunden von einem Mathe- 
matiker zu erteilen. Das freie Handzeichnen in den genannten 
Klassen ist als wahlfreies Fach beizubehalten. 

4) Das propädeutische Linearzeichnen in Tertia und Unter- 
sekunda der Realanstalten soll dadurch keine Beeinträchtigung er- 
fjahren und ist, besonders in Untersekimda, wenn möglich in die Hand 
des Mathematikers zu legen. 

5) Für die Einzelgestaltung der Lehrpläne in der darstellenden 
ISreometrie sind die in den „Unterrichtsblättem" (VI Nr. 6, igoo) 
jcreroffentlichten Berichte und Gutachten als wertvolles Material zu 
^benutzen. 

•■ • Man sieht, daß die Vorschriften der Behörden und die Wünsche 

■der deutschen Mathematiker einander entgegenkommen, und unser 



Abschnitt n nur die GnaiilacerL durchziinehmen und Abschniti HI 
wegzulassen. An anderei: G>Tnr-as:en wird man Abschniti I nur in 
den Grnndlag-en durchnehmen, dag-esrer. den Xachdn:ck aut* Normal- 
Projektion legen wolleiL Endlich ist es auch rech: wohl donkb;u'. 
daA man in der G\Tnnasial-PriirLa von den Abschnitten I und II nur die 
Grundlagen behandelt, um der wichtigren Zentralprojektion ^ Ab- 
schnitt ni) besondere Aufmerksamkeit zm schenken. Allen diesen 
Richtungen wird Rechnung getragen durch den Authau des Buches. 
indem es lediglich an der Hand passend gewählter, ziemlich breit 
«n^gefuhrter Aufgaben in den Stoö" einfuhrt. 

Da nun offenbar die Ausgabe A des Leitfadens zur l-.intiihrunj^- 
an humanistischen G\"mnasien und sechsstufigen Re;ü- Anstalten 
zu umfangreich ist. so haben die Verfasser unter freundlichem luit- 
:gegrenkommen der Verlagshandlung eine zweite Ausgabe W ver- 
anstaltet, deren Einfuhrung bei sehr niedrigem Preise kaum auf 
Widerstand stoßen dürfte.*') In der Hand der Lehrer aber müßte 
stets die Ausgabe A sein, schon wegen des I bungsstoffes 
und mannigfacher Exkurse. Übrigens bietet auch der wahlfreie 
Zeichen-Unterricht in den Ober-Klassen des Gvmnasiums Ramn zur 
"Weiterbildung für einzelne Schüler. Um leicht den Zusammenhang 
der beiden Ausgaben zu erkennen, sind den laufenden Nummern 
Ausgabe B diejenigen aus Ausgabe A in Klammem beigefügt. 
steht zu hoffen, daß sich allmählich die Elemente der IVojektions- 
lehre in die humanistischen Gymnasien einbürgern werden, nachdem 
liCanner wie Brill, Böttcher, Gerland, Hauck, C lliUlebrand. 
-Solzmüller, Wiener u. a. entschieden ihre Aufnahme empfohlrn 
liaben. Der eine der Verfasser hat die Möglichkeit seit m(*hr als 
lo Jahren an einem kgl. Gymneisium dargetan und sogar Abiturient«*»- 
Au^aben aus diesem Gebiete gestellt. 

Für den Gebrauch der Ausgabe A an den V()ll-R(Mlanstalt«Mi 
bedarf es keiner besonderen Angaben. Diejenigen Lehrer. ([\v «»ine 
besondere Vorliebe für eine allgemeinere Behandlung der IVobliMur 
habcm, werden unsere Leitfäden leicht aus den bekatmt«Mi Wcrrkcii 
von Holzmüller, August Schmidt u. a. ergänzen köniKMi. Dir 
Verfasser sind allerdings der Ansicht, daß solche aiisg<Mlclmtrri» 
Übungen für die Hochschule, also für di(i ilarst^'Uend«' (irn- 
metrie im rein wissenschaftlichen Sinne aufzuspan-n sind; wir 



•) Bei der Auswahl für Ausgabe JJ haben wir uns auf ili«: «:I(Minntai'.N-n 'irl.i«ii- 
i der schrägen und normalen Parallel-Projeklion (mit einem Kurzen Anliani; iilur /rnti.il 
i Projektion) beschränkt. — Bei den ministeriell gcnelimiglrn matli'miati.^rhMi un<l nrii 
* ^rechlichen Nebenkursen an manchen humanistischen ^lymnaHiin wird ilii;:r(;in Au-i 
gäbe A wohl verwendbar sein. 
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Wir heben weiterhin hervor, daß die §§ 8 — lo der Ausgabe A 
ihren Anwendungen aus den verschiedenen naturwissenschaft- 
3n Schulfachem nur als Anregungen betrachtet werden mögen. 
je Übungen können beliebig ausgedehnt oder eingeschränkt wer- 
; sie haben den Zweck, dem künftigen Physiker, Chemiker, 
leralogen, Biologen, Arzte, Archäologen und Juristen eine 
^itung zum Skizzieren zu geben; für den Techniker ist natür- 
das Ganze von Bedeutung. 

Bei den Zeichnungen aus der Krystallkunde hat uns beson- 

Kopp's Einleitung in die Krystallographie gute Dienste ge- 
et Einige wichtige Aufgaben sind nach verschiedenen Metho- 
gelöst worden, so z. B. die mit Recht beliebte Konstruktion der 
aenuhr (§§ 9, 16, 17). Wenn wir im zweiten Abschnitte (senk- 
tite Parallel-Projektion) mehrfach auf die schräge Parallel-Pro- 
ion zurückgegriffen und die Umsetzung der Normalbilder in 
rägbilder hervorgehoben haben, so wird man dies Verfahren 
gen, da es den Einblick in den Zusammenhang der verschie- 
3n Projektionsarten außerordentlich fördert. Wir verweisen in 
er Richtung auf die wertvolle Abhandlung von M. Richter über 
5 geometrische Zeichnen in der Realschule" (Programm-Abh. der 
ealschule zu Leipzig, Ostern 1901). Man wird bis zuletzt (§§ 19, 
erkennen, daß auf diesen Zusammenhang besonderes Gewicht 
gt worden ist. 

Die Lehre von den unbegrenzten Geraden und Ebenen haben 
so kurz als möglich behandelt; die hübschen Bergwerks-Aufgaben 
Gerland's Abriß der darstellenden Geometrie sollen zur Be- 
ng dieses schwierigen Paragraphen dienen. — Die Lehre von 
Zentralprojektion erscheint zwar nur als Zugabe, ist aber 
chtlich in drei Stufen entwickelt. Die erste (Aufg. 188 — 107) 
iitet mit den einfachsten Mitteln, mit Augenpunkt und Distanz- 
rt; bei der zweiten Stufe wird der Begriff des Fluchtpunktes 
i im weiteren Sinne entwickelt (Aufg. 198 — 200), und zuletzt 
von dieser fruchtbaren Betrachtungsweise ein weitgehender Ge- 
ich gemacht werden (Aufg. 201 — 207). Man hat es nun in der 
d, je nach der verfügbaren Zeit oder dem Standpunkte der 
5se, beliebig weit vorzudringen. 

Die zentralen Kartenprojektionen und die von diesen ab- 
iteten Kartenentwürfe durften in einem Buche mit den im Ein- 
je ausgesprochenen Grundsätzen nicht fehlen; hierbei haben wir 
rfach den methodischen Schulatlas von Sydow-Wagner berück- 
tigt und benutzt. Man wird sehen, daß es gar nicht schwer ist, 

Verständnis des vielgebrauchten Bonne' sehen Entwurfes, der 
inntlich Merkator angehört, vorzudringen. Besonders ist es 
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•s eifrige Schüler ziehen die Skizze wohl mit Tusche und farbigen 
iten aus, vornehmlich solche, die am wahlfreien Zeichenunterricht 
(nehmen. Diese werden auch unter der Leitung des Fach-Zeichen- 
irers und an der Hand der Ausgabe A unseres Leitfadens größere 
twürfe auf dem Reißbrette oder dem jetzt vielfach üblichen 
ichenblocke liefern. — Bei Realanstalten, seien sie nun voll- 
ndig oder unvollständig, muß die genaue Ausführung des Reißbrett- 
twurfs die Regel für den Fach-Zeichenunterricht (Linear- 
ichnen) bilden. Anders steht es mit den Entwürfen, die im eigent- 
lien mathematischen Unterricht geliefert werden sollen. Liegt 
erwünschter Weise mathematischer Unterricht und Fach-Zeichen- 
terricht in einer Hand, so regelt sich die Frage von selbst. An- 
renfalls wird es der Mathematiker vorziehen, die Zeichnungen in 
lartheften scharf mit Lineal und Zirkel skizzieren zu lassen und 
5 technisch vollendete Ausführung auf dem Brette in einzelnen 
Uen dem Fach- Zeichnen überlassen. 

In den „Anmerkungen" ist mehrfach auf Modelle verwiesen. 
»rigens sind diese nur sparsam zu verwenden, denn gerade darin 
steht der Wert der Projektionslehre, daß man die schwerfalligen 
>delle entbehren lernt, indem man sie durch die bequeme und 
akte Zeichnung ersetzt. — Die Gelegenheit zur Aneignung der 
ichentechnik ist jetzt reichlicher als früher vorhanden. Einmal bei 
n Ferienkursen und an Hochschulen und dann auch an den zahl- 
chen mittleren technischen Fachschulen; es bietet sich hier den 
>llegen die Möglichkeit, iiuf einfache und rasche Art in die Technik 
s Zeichnens einzudringen. 

Die Einführung der Ausgabe A des Buches j^aßt vorzugsweise 
• die Ober- Klassen der Voll -Realanstalten, während die Aus- 
be B für die oberen Klassen der unvollständigen Realanstalten 
zw. für die Prima des Gymnasiums eingerichtet ist. Diese Aus- 
be B dem Bedürfnisse beider Anstaltsarten anzupassen, war nicht 
iwer, da für beide die Stoffauswahl dieselbe ist: die Elemente 
r schrägen und normalen Parallelprojektion. Doch ist darauf Rück- 
:ht genommen, daß für den gereifteren Standpunkt des Gymnasial- 
imaners schwierigere Übungen dargeboten sind. (Vergl. Vorwort 
Ausgabe B). 

Daneben betrachten wir die Bücher von Sekunda ab auf allen 
hulen als einen nützlichen Begleiter für alle Fächer, in denen 
.akte, geometrische Zeichnungen gefordert werden. Der Mincralog, 
sograph, Physiker, Chemiker wird sich wiederholt darauf beziehen 
nnen. Nur nebenbei wollen wir seine Brauchbarkeit zum Selb St- 
adium hervorheben. 
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T-ls ist Ulis wohl bekannt, daß die Ai 
\Veis« der Aufnahme der Projektionslehre 
Unterricht mehrfach aus einander gehen, 
mente nur ganz nebenbei treiben oder 
Nebenkursus überweisen und nicht dem ir 
einverleiben. \Vir haben uns aus natu 
Standpunkt des Mathematiker-Tages gest 
Für beide Richtungen aber sind beide 
gebrauchen. 

Man wird überall finden, daß die Ve 
gescheut hat, um das Buch würdig auszus 
Figuren in klarer und exakter Ausführun 
Herrn Oberlehrer Oskar Lesser an der 
Fnmkfurt a. M. schulden wir besonderei 
willige Ililfc bei der Anfertigung einiger 

So hoffen wir denn, daß unser Leitfad' 
teil Beitrag zur Durchführung der neuen 
Besitzen wir bereits für die rechnerisc 
Lehrmittel, nicht minder auch für die ko 
war docti das Feld der konstruktiven f: 
lieh angebaut, und hier möge unser Buch 

Jeder Mathematiker wird erkennen, 
h. 'sondere stereometrische Verhältnisse nu 
er den Stift ergreift und die im Geiste erscl 
v rsucht. Das inathematische Zeichnen is 
de- man schneller und klarer reden kann 
be ufen uns hier auf die Worte des grc 
!p echung der klassischen Cieometrie d 
, '( h muß das Studium derselben als eint 
empfehlen, wodurch unstreitig zur Belebung 
in d' r Mathematik der Neueren sonst mam 
scheu 'iieistes viel mit beigetragen werdei 

l'rankfurt iL. M. und Hannover, in: 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig. 



Ekurdey, Dr. £., methodisch geordnete Aufgabensammlung, mehr als 
8000 Aufgaben enthaltend, über alle Teile der Elementar-Arithmetik, vor- 
zugsweise für Gymnasien, Realgymnasien und Oberrealschulen. In alter 
und neuer Ausgabe, gr. 8. 

Alte Aasgabe. 27. Auflage. [XIV u. 310 S.] 1902. Dauerhaft geb. ./^ 3.20. (Abschnitt XXII 

hieraus besonders abgedruckt. JC. — .30.) 
Neue Ausgabe. Itesorgt v. F. P i c t z k e r , Prof. a. Gy mn. zu Nordbausen, u. O. P r e s l e r , Prof. a. 

d. Ober-Kealschule zu Hannover. 2. Aufl. [VII u. 376 S.] 1902. Dauerh.geb..>^3.2o. 

arithmetische Aufgaben nebst Lehrbuch der Arithmetik, 

vorzugsweise für höhere Bürgerschulen, Realschulen, Progymnasien und 
Realprogymnasien. In alter und neuer Ausgabe, gr. 8. 

Alte Ausgabe. 13. Auflage. [X u. 269 S.] 1903. Dauerhaft geb. ^4C 2.40. 
Neue Ausgabe. Besorgt v. F. Pietzker, Prof. am Gymnasium zu Nordhausen, und O. PresI er, 

Prof. a. d. Ober- Realschule z. Hannover. [VI[u.3i4S.] 1901. Dauerh. geb. ..f/l 2 . Oo. 

Resultate zu den 3 Sammlungen je Jt 1.60. 



[Dieselben sind nicht durch den Buchhandel zu beziehen, sondern werden nur unmittelbar von der 
^•rlaBsbuchhandlung gegen Einsendung von JL x.6o (in Briefmarken) an beglaubigte Lehrer geliefert.] 

algebraische Gleichungen nebst den Resultaten und den 



Methoden zu ihrer Auflösung. Fünfte Auflage. Neubearbeitung von 
Prof. Pietzker. [XVI u. 420 S.] gr. 8. 1902. Dauerhaft geb. ^8. — 

Anleitung zur Auflösung eingekleideter algebraischer Auf- 



gaben. Erster Teil. Aufgaben mit einer Unbekannten. [VIII u. 
160 S.] gr. 8. 1902. geb. Jt 2.60. 

Santer, Dr. H., Prof. a. d. Kantonschule in Aarau, u. Dr. F. Rudio, Prof. am 
Polytechnikum in Zürich, die Elemente der analytischen Geometrie. 
Zum Gebrauch an höh. Lehranstalten sowie zum Selbststudium. Mit vielen 
Textfiguren u. zahlr. Übungsbeispielen. In 2 Teilen, gr. 8. In Leinw. geb. 

L Teil. Die analytische Geometrie der Ebene. 5. verb. Aufl. [VIII u. 180 S.] 1902. M. ^. — 
n. Teil. Die analytische Geometrie des Raumes. 3. Aufl. [X u. 184 .S.] 1902. JL 3. — 

MQller» H., Professor am Königlichen Kaiserin Augusta- Gymnasium zu Char- 
lottenburg, Die Mathematik auf den Gymnasien und Realschulen. 
Für den Unterricht dargestellt, 

L TeiL Die Unterstufe. Lchraufgabe der Klassen Quarta bis Untersekunda, geb. Jt 2.50. 

Ausgabe A: Für Gymnasien und Progymnasien. Zweite Auflage, geb. M. 1.60. 

Ausgabe B: Für reale Anstalten und Reform schulen, geb. Jt 2.20. 
IL TeiL Die Oberstufe. I^ehraufgabe der Klassen Obersekunda und Prima, geb. JC 3.20. 

Aasgabe A: Für Gymnasien und Prog^'mnasien. JL 3.20. 

Ausgabe B: Für reale Anstalten und Reformschulen. Herausgegeben unter Mitwirkung von 
Albert Hupe, Oberlehrer an der Oberrealschule zu Charlottenburg. L Ab- 
teilung, geb. 4^ 2.80. IL Abteilung, geb. Ji. 2.40. 

Ausgabe C: Für Seminare und Präparandenanstalten. Bearbeitet von R. Baltin und 
W. Maiwald. geb. JC 2.20. 

Sonder- Abdruck : Die Lehre von den Kegelschnitten, kart. JC i. — 

Müller, H., Professor am Kaiserin Augusta-Gynmasium in Charlottenburg, und 
Kutnewsky, M., Oberlehrer an der XII. Realschule in BerUn, Sammlung 
von Aufgaben aus der Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie mit 
besonderer Berücksichtigung der Anwendungen. 

Ausgabe A. L Teil. Für Gymnasien, Realgymnasien und Oberrealschulen, gr. 8. geb. UK 2.80. 

IL Teil. Für die oberen Klassen der Gymnasien, geb. Jt 3.20. 
Ausgabe B. L TeiL Für reale Anstalten und Reformschulen, geb. Jt 2.60. 

IL Teil. geb. JC 3.40. 
Ausgabe C. Für .Seminare u. Präparandenanstalten. Bearb. v. R. B a 1 1 i n u. AV. M a i w a 1 d. geb. Jt ^.-^ 
Ergebnisse zur Ausgabe A JC —.80, Ausgabe B ^H. —.Co sind nur gegen Einsendung des Betrages 
direkt vom Verlage zu bezieben. 



